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CAPITULO UNO

SENALES Y SISTEMAS

1.1 Introduccién

Los conceptos de sefiales y sistemas surgen en una gran variedad de campos y las ideas y técnicas
asociadas con estos conceptos juegan un papel importante en areas tan diversas de la ciencia y la
tecnologia como las comunicaciones, la aerondutica, sistemas de generacion y distribucion de energia,
disefio de circuitos, acustica, etc. En este capitulo introducimos la idea basica sobre la descripcion y
representacion matematica de sefiales y sistemas y sus clasificaciones. También se definen varias
sefiales basicas importantes, especialmente sobre sistemas lineales, las cuales son esenciales para
nuestros estudios posteriores.

El andlisis de un sistema lineal se facilita frecuentemente utilizando un tipo especifico de sefiales de
excitacion o una determinada representacion de sefiales. Por esta razén, es conveniente incluir el
analisis de sefiales y sus propiedades en un estudio de sistemas lineales. Ademas del analisis nos
interesa también la sintesis de sistemas. De hecho, la sintesis o disefio de sistemas constituye la parte
creativa de la ingenieria. De aqui que para abordar el disefio de sistemas primero se debe aprender a
analizarlos. Este texto esta orientado principalmente al analisis de ciertos tipos de sistemas lineales; sin
embargo, debido a que los tépicos de disefio y andlisis estan intimamente relacionados, este estudio
proporciona las bases para un disefio elemental.

El anélisis de sistemas puede dividirse en tres aspectos:

1. El desarrollo de un modelo matematico apropiado para el problema fisico bajo consideracién. Esta
parte del analisis se dedica a la obtencion de “ecuaciones dinamicas”, condiciones iniciales o de
frontera, valores de parametros, etc. En este proceso es donde el juicio, la experiencia y laa
experimentacién se combinan para lograr el desarrollo de un modelo apropiado. En esta forma,
este primer aspecto es el mas dificil de desarrollar formalmente.

2. Después de obtener un modelo apropiado, se resuelven las ecuaciones resultantes para encontrar
soluciones de diversas formas.

3. Luego, la solucion del modelo matematico se relaciona o interpreta en funcion del problema fisico.
Es conveniente que el desarrollo del modelo sea lo mas exacto posible de manera que se puedan
hacer interpretaciones y predicciones significativas concernientes al sistema fisico. No obstante, se
debe sefialar que mientras mas exacto sea un modelo, mayor es la dificultad para obtener una
solucion matematica y una realizacion fisica.



1.2 Seiales y Clasificacion de Sefiales

Los términos sefiales y sistemas, en la forma en que se usan generalmente, tienen diferentes
significados. En consecuencia, cualquier intento para dar una definicién general precisa, 0 una
definicion en el contexto de la ingenieria no seria muy productivo. Normalmente el significado de estos
términos se extrae del contenido del texto. Una sefial es una funcion de una variedad de parametros,
uno de los cuales es usualmente el tiempo, que representa una cantidad o variable fisica, y tipicamente
contiene informacion o datos sobre la conducta o naturaleza de un fenémeno. Las sefiales pueden
describir una variedad muy amplia de fendmenos fisicos. Aunque las sefiales pueden representarse en
muchas formas, en todos los casos, la informacion en una sefial esta contenida en un patrén que varia
en alguna manera. Por ejemplo, el mecanismo vocal humano produce sonidos creando fluctuaciones en
la presion acustica. Diferentes sonidos, usando un micréfono para convertir la presion acUstica en una
sefal eléctrica, corresponden a diferentes patrones en las variaciones de la presion acustica; el sistema
vocal humano produce sonidos inteligibles, generando secuencias particulares de estos patrones. Otros
ejemplos son una imagen monocromatica; en este caso es importante el patron de variaciones en el
brillo y los diferentes matices existentes entre los colores blanco y negro.

Matematicamente, una sefial se puede representar como una funcion de una o mas variables
independientes. Por ejemplo, una sefial de audio puede representarse mediante la presion acustica en
funcion del tiempo, y una imagen como una funcién del brillo de dos variables espaciales. En estas
notas solo consideraremos sefiales que involucran una sola variable independiente. Una sefial se
denotara por x(t). Por conveniencia, generalmente nos referiremos a la variable independiente como el
tiempo, aun cuando ella no represente al tiempo en operaciones especificas. Por ejemplo, las sefiales
que representan variaciones de cantidades fisicas con la profundidad, tales como la densidad, porosidad
y resistividad eléctrica, se usan en geofisica para estudiar la estructura de la tierra. También, el
conocimiento de las variaciones en la presion del aire, la temperatura y la velocidad del viento con la
altitud son de extrema importancia en investigaciones meteoroldgicas.

Has dos tipos basicos de sefiales: sefiales en tiempo continuo o sefiales analdgicas y sefiales en
tiempo discreto o digitales. Una sefial x(t) es una sefial en tiempo continuo si la variable independiente t
es una variable continua y, por ende, estas sefiales estan definidas para un continuo de valores de esa
variable; es decir, el valor de x(t) es especificado en todo instante t de un intervalo de tiempo dado, ya
sea mediante una expresion matematica o graficamente por medio de una curva; en otras palabras, la
variable independiente puede tomar cualquier valor real. Si la variable independiente t es una variable
discreta, es decir, x(t) esta definida en puntos del tiempo discretos, entonces x(t) es una sefial en tiempo
discreto, a menudo generada por muestreo de una sefial de tiempo continuo. Como una sefial de tiempo
discreto esta definida solamente en tiempos discretos, con frecuencia se identifica como una secuencia
de nimeros, denotada por {x,} 0 x[n], donde, para nuestros propésitos, n es un entero. En la Fig. 1.1 se
ilustran una sefial de tiempo continuo y una de tiempo discreto. La madsica proveniente de un disco
compacto es una sefial analdgica, pero la informacion almacenada en el disco compacto esta en forma
digital. Esta debe procesarse y convertirse en forma analégica antes de que pueda escucharse.

Una sefial de tiempo discreto x[n] puede representar un fendmeno para el cual la variable
independiente es inherentemente discreta. Por ejemplo, el promedio diario de los valores de cierre de la
bolsa de valores es, por su naturaleza, una sefial que evoluciona en puntos discretos en el tiempo (es
decir, el cierre del dia). Una sefial de tiempo discreto, x[n], también puede obtenerse mediante el
muestreo de una sefial de tiempo continuo x(t) para obtener los valores



x(t xInl

0 t -3-2-10 12 3 4 n

(@) (b)

Figura 1.1. Sefiales de tiempo continuo y de tiempo discreto.

X(t, ), x(t),....,x(t,),...

o en una forma abreviada como
x [0],x [1],...,x[n],...

Xo s Xp yeees Xy gene

y a los valores x, se les denomina muestras; el intervalo de tiempo entre muestras se llama el intervalo
de muestreo. Cuando estos intervalos son iguales (muestreo uniforme), entonces

X, =X [n]=x[nT,]

donde la constante Ts es el intervalo de muestreo. Un dispositivo que convierta informacion analdgica a
forma digital mediante cuantizacién (redondeo) se denomina un convertidor analdgico-digital.

Una sefial de tiempo discreto con muestreo uniforme puede ser especificada de dos maneras:

1. Podemos especificar una regla para calcular el n-ésimo valor de la secuencia. Por ejemplo,

x[n]=x, = (O%) nzOO
n<

{xn}:{...,0,0,l, 112 }

2. Podemos dar una lista explicita de los valores de la secuencia. Por ejemplo, la secuencia mostrada
en la Fig. 1.1b puede escribirse como

{x }={...,0,0,2,3,3,2,1,0,0,...}
T

{x,}={2,3,3,2,1}
T

Se usa la flecha para indicar el termino correspondiente a n = 0. Se usara la convencion de que si
no aparece la flecha, entonces el primer término corresponde a n = 0 y todos los valores son
iguales a cero paran < 0.



Ejemplo 1. Dada la sefial en tiempo continuo especificada por

0 1-|t] -1<t<1
X =
0 [t[>1

Determine la secuencia de tiempo discreto resultante obtenida mediante muestreo uniforme de x(t) con
un intervalo de muestreo de (a) 0.25s; (b) 0.5 s.

Solucién: Es més facil resolver este problema graficamente. La sefial x(t) se grafica en la Fig. 1.2a. Las
Figs. 1.2b y ¢ muestran graficos de las secuencias de las muestras resultantes obtenidas para los
intervalos de muestreo especificados.

x(t) x[n) = x(n/4)

-1 0 1 t 32-101234 n
(@) (b)
x[n) = x(n/2)

Figura 1.2. Las sefiales para el Ejemplo 1.

(@) Ts=0.25s. De la Fig. 1.2b obtenemos
x[n]={...,0,0.25,0.5,0.75,1,0.75,0.5,0.25,0,...}
T
(b) Ts=0.5s. De laFig. 1.2c, obtenemos
x[n]={...,0,0.5,1,0.5,0,...}
T

Con frecuencia, se procesan sefiales para producir nuevas sefiales para diferentes propdsitos. A
continuacion se da un ejemplo de cOmo se generan nuevas sefiales a partir de sefiales conocidas.




Ejemplo 2. Usando las sefiales de tiempo discreto x;[n] y x2[n] mostradas en la Fig. 1.3, represente
cada una de las siguientes sefiales mediante una grafica y mediante una secuencia de nimeros.

@ y,[n]=x[n]+x[n]; (b) y,[n]=2x1[n]; (c) y;[n]=x[n]x[n].

xa[n]

-10 1 2 3 45 6 7 n

Figura 1.3. Sefiales para el Ejemplo 2

Solucion:
(@) yi[n] se dibuja en la Fig. 1.4a. A partir ella obtenemos
y,[n]={...,0,-2,-2,3,4,3,-2,0,2,2,0,...}

T
(b) y2[n] se dibuja en la Fig. 1.4b. De ella obtenemos

y,[n]={...,0,2,4,6,0,0,4,4,0,...}
T

(c) ys[n] se dibuja en la Fig. 1.4c. De ella obtenemos

y,[n]={....0,2,4,0,..}
T

yo[n] ya[n]

10 1 23 4 5 6 7 n -1 0 1 2 3 n

(b) (c)

Figura 1.4




1.3 Sefiales Periddicas y No-Periddicas

Una sefial periddica de tiempo continua x(t) tiene la propiedad de que existe un namero positivo T para
el cual

X(t)=x(t+T) paratodot (1.1)
x(t)
ol A\
-T 0 T t
Figura 1.5

En este caso decimos que la sefial x(t) es periddica con periodo T. En la Fig. 1.5 se ilustra un ejemplo
de esta clase de sefiales. Observe que una sefial periddica repite un mismo patron durante un tiempo
multiplo de T y continda haciéndolo por tiempo infinito.

De la figura se deduce que si x(t) es periédica con periodo T, entonces
Xx(t)=x(t+mT) (1.2)

para todo T y cualquier entero m. Por ello, x(t) también es periddica con periodo 2T, 3T, ... . El periodo
fundamental T, es el minimo valor de T para el cual se cumple la Ec. (1.1). Observe que esta definicién
de To funciona excepto cuando x(t) es una constante. En este caso, el periodo fundamental no esta
definido puesto que x(t) es periodica para cualquier seleccion de T (es decir, no hay un valor positivo
minimo). La Ec. (1.2) dice simplemente que si la sefial se desplaza un nimero entero de periodos hacia
la derecha o hacia la izquierda no cambia la forma de la onda. La frecuencia fundamental (ciclica) fo es
el reciproco del periodo fundamental, fo = 1/Ty, y se mide en hertz (ciclos por segundo). La frecuencia
fundamental en radianes por segundo es wy = 2nfy = 2n/To. Finalmente, a una sefial que no exhiba
periodicidad se le referira como una sefial no periddica o aperiddica.

Ejemplos conocidos de sefiales periddicas son las sefiales sinusoidales; como ejemplo esta la sefial

X(t) = Asen (o,t + o)
donde

A =amplitud.
o = frecuencia angular (rad/s).
¢ = angulo de fase inicial con respecto al origen del tiempo (rad).

Observe que

senfo, (t+T)+op]l=sen(w,t+o+®,T) =sen(w,t+¢)
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o,T=m2x 0 T=m—, mun entero positivo
o)

Asi que el periodo fundamental T, de x(t) esta dado por

271
Ty =—
®y

Ejemplo 3. Sean xi(t) y Xo(t) dos sefiales periodicas con periodos fundamentales T; y T,
respectivamente. ¢Cuales son las condiciones para que la suma z(t) = x(t) + xo(t) sea periddica y cuél
es el periodo fundamental de z(t)?

Solucion: Puesto que xi(t) y xo(t) son periddicas con periodos fundamentales Ty y T, respectivamente,
se tiene que

X (£)=x (t+T,)=x(t+mT,), mun entero positivo
X, (t) =X, (t+T,)=x, (t+nT,), nun entero positivo
Entonces,
z(t)=x (t+mT)+x, (t+nT,)
Para que z(t) sea periddica con periodo T, se necesita que
Z(t)=z(t+T)=x (t+T)+x, (t+T)=x (t+mT,)+X, (t+nT,)

y entonces se debe cumplir que

mT, =nT, =T (1.3)
0
T n
L —  — nGmero racional (1.4)
T, m

En otras palabras, la suma de dos sefiales periddicas es periddica solamente si la relacion entre sus
periodos respectivos es un numero racional. El periodo fundamental es entonces el minimo comun
multiplo de T, y Ty, y estd dado por la Ec. (1.3) si los enteros m y n son primos relativos. Si la relacion
T1/T, es un namero irracional, entonces las sefiales x;(t) y Xo(t) no tienen un periodo comun y z(t) no
puede ser periddica.

Las sefiales periddicas de tiempo discreto se definen en forma similar. Especificamente, una sefial de
tiempo discreto x[n] es periddica con periodo N, si existe un entero positivo N para el cual

x[n]=x[n+N] paratodan (1.5)



En la Fig. 1.6 se ilustra un ejemplo de este tipo de sefial.

x[n]

Figura 1.6. Una sefial de tiempo discreto periodica.

El periodo fundamental Ny de x[n] es el menor entero positivo N para el cual se cumple la Ec. (1.5).
cualquier secuencia (sefial de tiempo discreto) que no sea periddica se conoce como una secuencia no-
periddica (o aperiddica).

1.4 Sefales de Potencia y de Energia

En muchas aplicaciones, no en todas, las sefiales que consideraremos estan directamente relacionadas
con cantidades fisicas que representan potencia y energia. Por ejemplo, si v(t) e i(t) son,
respectivamente, el voltaje y la corriente en un resistor de resistencia R, entonces la potencia
instantanea p(t) viene dada por

IO(t)=V(t)i(t)=%V2 (t)=Ri* (1) (1.6)

La energia total disipada en el intervalo de tiempo t, <t <t, esta dada por

t

t t
2 1 2
jp(t)dt=J—v2 (t)dtsziz(t)dt (1.7)
4y t R 17
y la potencia promedio en ese intervalo es
105 1 1
p(t)dt= J—vz (t)dt = Ri® (t)dt (1.8)
B_HJ tz_HtR E_Hi

En una forma similar, la potencia disipada por friccion es p(t) =bv?®(t), donde v(t) es la velocidad, y

podemos definir la energia y la potencia promedio en un intervalo de tiempo dado en la misma forma
que en las Ecs. (1.7) y (1.8).

Se acostumbra usar una terminologia parecida para cualquier sefial, ya sea de tiempo continuo x(t) o
de tiempo discreto x[n], normalizando la energia y la potencia promedio de una sefial arbitraria (en el
caso de sefiales eléctricas, esto se hace tomando un valor de R = 1 Q2). Adicionalmente, con frecuencia



sera conveniente considerar sefiales de valores complejos. En este caso, la energia total normalizada en
el intervalo t, <t <t, se define como

j'\ x(t)] dt (1.9)

La potencia promedio normalizada se obtiene dividiendo la Ec. (1.9) por la longitud o duracion t, —t,

del intervalo. En la misma forma, la energia total normalizada para una sefial de tiempo discreto x[n]
en el intervalo n; < n < ny, se define como

Zzl|x[n]|2 (1.10)

n=n;
y al dividir la Ec. (1.10) por el nimero de puntos en el intervalo, (n, —n, +1), se obtiene la potencia
promedio en ese intervalo.

Adicionalmente, en muchos sistemas nos interesa examinar la potencia y la energia de sefiales en un
intervalo de tiempo infinito. En estos casos, definimos la energia total normalizada E., como los
limites de las Ecs. (1.9) y (1.10) conforme el intervalo de tiempo aumenta indefinidamente. Para
tiempo continuo, tenemos

T )
E, = lim j|x(t)|2 dt = j| x(t) [ dt (1.11)
=T —0
y en tiempo discreto,
N 00
- 2 2
E = N'Tln;| x[n]| _n;| x[n]| (1.12)
De la misma forma se puede definir la potencia promedio normalizada en un intervalo infinito como
T .T[|x(t)|2dt (1.13)
* 150 2T . :
para tiempo continuo y
1 L 2
P, = lim X[n 1.14
. NMNH;J [n]] (1.14)

para tiempo discreto.

Con base en las definiciones dadas por las Ecs. (1.11) a (1.14), se pueden definir tres clases
importantes de sefales:

1. Sedice que x[t] o x[n] es una sefial de energia si y sélo si 0 < E., < o (energia finita). Una sefial de
este tipo debe tener una potencia promedio igual a cero, ya que, en el caso de tiempo continuo, por
ejemplo, de la Ec. (1.13) vemos que

. E
P, =lim—==0
T~>oo2T



10

2. Se dice que una sefial x(t) o x[n] es una sefial de potencia si y s6lo si 0 < P < o (potencia promedio
finita). Entonces, si P, > 0, por necesidad E,, — . Esto tiene sentido, ya que si se tiene una
energia promedio por unidad de tiempo diferente de cero (es decir, potencia promedio diferente de
cero), entonces integrando o sumando en un intervalo de tiempo infinito produce una cantidad de
energia infinita.

3. Las sefales que no satisfacen ninguna de las dos propiedades anteriores se conocen, por supuesto,
como sefiales que no son ni de energia ni de potencia.

Se deben sefalar las propiedades que contemplan una energia nula. Es claro que si x(t) = 0, la energia
E.. es cero, pero lo contrario no es estrictamente cierto. S6lo es posible decir que si E,, = 0, entonces
X(t) es igual a cero “casi en todas partes”. Desde un punto de vista puramente matematico, la propiedad
E. = 0 no define una sola sefial sino una clase de sefiales equivalentes. En estas notas no consideramos
este punto de vista, y todos los elementos de esta clase de sefiales equivalentes son considerados como
una sola sefial. Por lo tanto, una sefial de energia nula es también considerada como una sefial igual a
cero.

Ejemplo 4. Si x(t) es una sefial periddica con periodo fundamental Ty, entonces la integral en la Ec.
(1.13) tiene el mismo valor para cualquier intervalo de longitud To. Tomando el limite en una forma tal
que 2T sea un multiplo entero del periodo, es decir, 2T = mT,, entonces la energia total en un intervalo
de longitud 2T es m veces la energia en un periodo. Como consecuencia, la potencia promedio es

To To
P, = Iim imj|x(t)|2dt =ij|x(t)|2dt
moel MTy 9 T

Observe que una sefial periddica es de potencia si su contenido de energia por periodo es finito.

EJEMPLO 5. Considere las sefiales en la Fig. 1.7. Se quiere clasificar cada sefial calculando la energia
y la potencia en cada caso.

Xl(t)
A Xa(t)
Aexp(-t)

Figura 1.7. Sefiales de energia y de potencia.

Solucion: La sefial en la Fig. 1.7a es aperiodica y su energia total es
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2

A
E_= Azexp(—Zt)dt=7

o0

O ey 8

la cual es finita. La potencia promedio es

2

1% A
P = Iim —jAZexp(—zt)dt ~ lim— =0
2T J To 2T

En consecuencia, la sefial en la Fig. 1.7a es una sefial de energia con una energia igual a A%2 y
potencia promedio cero.

La sefial en la Fig. 1.7b es periddica con periodo To. Su potencia promedio es

T, t+1
1 ¢ 1] g ' 2 A
P=—[x (0 di==| [ Adt+ [ Atdt|= ==
TO 0 TO 0 t

0

Asi que X,(t) es una sefial de potencia con energia infinita y potencia promedio igual a 2A2r/T0 .

Ejemplo 6. Considere las dos sefiales aperiddicas mostradas en la Fig. 1.8. Estas dos sefiales son
ejemplos de sefiales de energia.

Xa(t) Xo(t)
A A
Aexp(—a| t |)
- 0 2 t 0 t
(a) (b)

Figura 1.8. Ejemplos de sefiales de energia.

La funcion pulso rectangular rect(t/t) mostrada en la Fig. 1.8a estd estrictamente limitada en el
tiempo, ya que x;(t) es igual a cero para t fuera de la duracion del pulso. La otra sefial esta
asintoticamente limitada en el sentido de que x(t) — 0 conforme t — oo. En cualquiera de los casos, la
potencia promedio es igual a cero. La energia para la sefial x;(t) es

T /2
E, :ymjxf (t)dt = j AZdt = APt
-T -1/2

y para X»(t) es
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t A2 %
E, =@JA2 exp(~2alt|)dt = lim —[1-exp(-2aT)]=
-T

Puesto que E; y E; son finitas, las sefiales x;(t) y X»(t) son sefiales de energia.

Aqui se debe sefialar que la energia como la define la Ec. (1.11) o la Ec. (1.12) no indica la energia
real de la sefial a que la energia de la sefial depende no solo de la sefial sino también de la carga. La
interpretamos como la energia normalizada disipada en un resistor de 1 ohmio si a éste se le aplicase
un voltaje x(t) o si por el pasase una corriente x(t). Observaciones similares aplican a la potencia de la
sefial definida en la Ec. (1.13) o en la Ec. (1.14). Por lo planteado, las ecuaciones para la energia o la
potencia no tienen las dimensiones correctas. Las unidades dependen de la naturaleza de la sefial. Por
ejemplo, si x(t) es una sefial de voltaje, entonces su energia E tiene unidades de V?s (voltios al
cuadrado-segundos) y su potencia P tiene unidades de \/? (voltios al cuadrado)

1.5 Transformaciones de la VVariable Independiente

En muchas ocasiones es importante considerar analitica y graficamente sefiales relacionadas por una
modificacion de la variable independiente, mediante operaciones tales como desplazamiento o
corrimiento e inversion. Por ejemplo, como se ilustra en la Fig. 1.9, la sefial x[—-n] se obtiene a partir de
la sefial x[n] por una reflexidn o inversion en n = 0 (es decir, una inversién de la sefal).

x[n] x[-n]

TrTTn TT?TH

(@) (b)

Figura 1.9. Inversion en tiempo discreto.

De igual forma, como se muestra en la Fig. 1.10, x(-t) se obtiene a partir de la sefial x(t) por reflexién
en t = 0. Entonces, si x(t) representa una sefial de audio en un grabador de cinta, la sefial x(-t) es la
misma grabacion reproducida en reversa.

Esta operacion se conoce como reflexion y es equivalente a “doblar” la sefial (rotacién de 180°) en
torno a la linea t =0 o simplemente a intercambiar el “pasado” y el “futuro” de la sefial de tiempo.
Observe que cualquier cosa que suceda en la Fig. 1.10(a) en el instante t también ocurre en la Fig.
1.10(b) en el instante —t. Como esta operacion significa intercambiar el “pasado” y el “futuro”, es obvio
que ningun sistema fisico puede ejecutarla.
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X(t) X(-t)

0 to t to 0 t
(a) (b)

Figura 1.10. Inversion en tiempo continuo.

Otra operacion es la de desplazamiento. La sefial x(t—t,) representa una version desplazada de x(t),

Fig. 1.11. El desplazamiento en el tiempo es ty, donde t, es un ndmero real. Si t; > 0, entonces la sefial
es retrasada en ty unidades de tiempo. Fisicamente, ty no puede tomar valores negativos, pero desde un
punto de vista analitico, x(t — tp), to < 0, representa una réplica adelantada de la sefial x(t). Las sefiales
que estan relacionadas en esta forma (tp > 0) surgen en aplicaciones tales como el radar, sonar, sistemas
de comunicacion y procesamiento de sefiales sismicas. Un sistema cuya sefial de salida es idéntica a la
de su entrada pero retrasada por una constante se denomina una unidad de retardo. Por otra parte, si la
sefial de salida es idéntica a la de entrada pero avanzada por una constante, el sistema se denomina un
predictor. Sin embargo, un sistema que prediga (adivine) es fisicamente imposible de construir.
X(t) X(t—to)

N

—t; 0 ot 0 to—1; to t+tp t

(@) (b)

Figura 1.11. Desplazamiento de una sefial de tiempo continuo.

Ejemplo 7. Considere la sefial x(t) mostrada en la Fig. 1.12. Se desea graficar x(t — 2) y x(t + 3).

x(t)

L
-101 23 t

Figura 1.12

Solucion: Es facil verificar que
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t+1 -1<t<0

1 0<t<?2
X(t) =
—t+3 2<t<3
0 otros valores de t

Para realizar la operacion de desplazamiento, se reemplaza t por t — 2 en la expresion para x(t):

(t-2)+1 -1<t-2<0

0<t-2<2
X(t-2)=
—(t-2)+3 2<t-2<3
0 otros valores de t
0, equivalentemente,
t-1 1<t<2
1 2<t<4
x(t-2)=
—t+3 4<t<5H

0 otros valores de t

[
012345 t 4-3-2-10 t
(@ (b)

Figura 1.13

La sefial x(t) se grafica en la Fig. 1.13a y puede describirse como la funcion x(t) desplazada dos
unidades hacia la derecha. En la misma forma se puede demostrar que
t+4 —-4<t<-3
1 -3<t<-1
—t -1<t<0
0 otros valores de t

X(t+3)=

Esta dltima sefial se grafica en la Fig. 1.13b y representa una version de x(t) desplazada tres unidades
hacia la izquierda.
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Ejemplo 8. Se desea dibujar x(—t) y x(3 — t) si x(t) es como se muestra en la Fig. 1.14.

X(t)
1

Figura 1.14

Solucién: La sefial x(t) se puede escribir como

t+1 -1<t<0
x(t)=4 1 0<t<2
0 otros valores de t

Reemplazando ahora t por —t, se obtiene

—-t+1 -1<-t<0 -t+1 0<t<1
X(-t) = 1 0<-t<2 = 1 -2<t<0
0 otros valores de t 0 otros valores de t

La sefial x(—t) se muestra en la Fig. 1.15a.

N\ N\

2 1 0 1 t 0 1 2 3 4 t

Figura 1.15

En la misma forma se puede demostrar que
4-t 3<t<4
X(3-t)=4 1 1<t<3
0 otros valores de t

y X(3 — t) es como se muestra en la Fig. 1.15b.

La figura es primero reflejada y luego trasladada. Este resultado se obtiene escribiendo la operacion
completa como
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x(3—t) =x(—(t-3))

Observe que si primero desplazamos la sefial y luego reflejamos la sefial desplazada, se obtiene como
resultado la sefial x(-t — 3) (Fig. 1.16).

De lo anterior se deduce que las operaciones de inversion y desplazamiento no son conmutativas. No
obstante, una sefial puede ser invertida y retardada simultaneamente. Las operaciones son equivalentes

a reemplazar t o n por —t + to 0 —n+n,. Para ver esto, consideramos una sefial de tiempo continuo x(t)

que se desea invertir y trasladar por t, unidades de tiempo. Para producir la sefial invertida
reemplazamos t por —t en x(t), lo que resulta en x(-t). La sefial invertida x(-t) es entonces retrasada por
to unidades para obtener x[—(t—t,)]=x(-t+t,), como se afirmo.

X(-t-3)

\ |

5 4 -3 -2 -1 0

Figura 1.16

1.6 Escalamiento en el Tiempo

La operacion de compresion o expansion en el tiempo se conoce como escalamiento en el tiempo.
Considere, por ejemplo, las sefiales x(t), x(3t) y x(t/2), mostradas en la Fig. 1.17. Como se puede ver,
X(3t) puede describirse como x(t) comprimida por un factor de 3. En forma similar, x(t/2) puede
describirse como expandida por un factor de 2. Se dice que ambas funciones, x(3t) y x(t/2), son
versiones de x(t) escaladas en el tiempo.

En general, si la variable independiente es escalada por un pardmetro o, entonces x(at) €s una version
comprimida de x(t) si |o|>1 y es una version expandida de x(t) si |a|<1. Si consideramos a x(t) como

si fuese la sefial de salida de un grabador de video, por ejemplo, entonces x(3t) se obtiene cuando la
grabacion se reproduce a tres veces la velocidad con la cual fue grabada, y x(t/2) se obtiene cuando la
grabacion se reproduce a la mitad de esa velocidad. También se puede decir, por ejemplo, que lo que le
pase a x(t) en el instante t, también le sucedera a x(t/2) en el instante t/2.

X(t) X(3t) X(t/2)
A
1 0 1t ~13 13 t o 0 2

Figura 1.17. Ejemplos de escalamiento en el tiempo.
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Ejemplo 9. Se desea graficar la sefial x(3t — 6), donde x(t) es la sefial del Ejemplo 7. Usando la
definicion de x(t) dada en el Ejemplo 7, obtenemos

3t-5 <t<2

w| o

1 2<t<8/3
X(3t—6) = /

8
-3t+9 gStS3

0 otros valores de t

La sefal x(3t — 6) se grafica en la Fig. 1.18 y puede considerarse como x(t) comprimida por un factor
de 3 (o0 escalada en el tiempo por un factor de 1/3) y luego desplazada dos unidades hacia la derecha;
observe que si x(t) es desplazada primero y luego escalada por una factor de 1/3, hubiésemos obtenido
una sefial diferente; en consecuencia, las operaciones de desplazamiento y de escalamiento en el tiempo
no son conmutativas. El resultado obtenido se puede justificar escribiendo la operacion en la forma

siguiente:
x(3t-6)=x(3(t-2))

la cual indica que se ejecuta primero la operacién de escalamiento y después la de desplazamiento.

X(t)

1
I A L\

0 1 5/3 2 8/3 3 t

Figura 1.18

Ejemplo 10. El tiempo que le toma a una sefial para alcanzar 90% de su valor final, Ty, €S una
caracteristica muy importante. Determine Tgo para las sefiales siguientes: (a) x(t); (b) x(2t); x(t/2),

donde x(t)=1-e".

Solucién

(@) El valor final de x(t) es igual a 1. Para hallar el tiempo requerido por la funcion para alcanzar el
valor de 0.90, tenemos que resolver la ecuacion

0.90=1-¢ ™
la cual produce Tgp = 2.3.
(b) Para la sefial x(2t) tenemos que resolver

0.90=1-¢g?2™
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la cual produce Tgp = 1.15.
(c) Lasefal x(t/2) tiene un Tgo dado por
0.90=1—g /2
la cual resulta en Tgg = 4.6.

Estos resultados eran de esperarse. En la parte (b) comprimimos la sefial por un factor de 2, y en la
parte (c) la expandimos por el mismo factor.

En conclusién, para cualquier sefial general x(t), la transformacion (mdaltiple) de la variable
independiente en la forma at+ puede realizarse de la manera siguiente:

X(ot+B)=x(a(t+p/a)
donde se supone que a y B son nimeros reales. Las operaciones deben ejecutarse en el orden siguiente:
1. Escale por a. Si o es negativo, refleje también con respecto al eje real.

2. Desplace hacia la derecha por B/a si B y o son de signos diferentes y hacia la derecha si tienen el
mismo signo.

El orden de las operaciones es importante. Observe que las operaciones de reflexion y escalamiento en
el tiempo son conmutativas, mientras que las de desplazamiento y reflexién o las de desplazamiento y
escalamiento, como ya se menciond, no lo son. Observe también que no definimos la operacién de
escalamiento en el tiempo para una sefial de tiempo discreto (¢por qué?).

1.7 Seiales Pares e Impares

Adicionalmente a su uso en la representacion de fenémenos fisicos (como en el ejemplo del
grabador), la reflexion es extremadamente Gtil para examinar las propiedades de simetria que pueda
poseer una sefial. Una sefial x(t) o x[n] se conoce como una sefial par si es idéntica a su reflexion
respecto del origen, es decir, si

X(—t) =x(t)
X[n] = x[n] (1.15)

lo que equivale a decir que una sefial par, x(t) o x[n], es invariante bajo la operacién de reflexion (o
inversion) en el tiempo..

Una sefial se denomina impar si

X(—t)=—x(t)

(o] — —x[n] (1.16)

Observe que una sefial impar debe ser necesariamente igual a cero en el origen. En la Fig. 1.19 se
muestran ejemplos de una sefial par y una impar.
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X(t) x[n]

Figura 1.19. Ejemplos de una funcion par y una impar.

Un hecho importante es que cualquier sefial, que no sea par ni impar, puede ser expresada como una
suma de dos sefiales, una de las cuales es la parte par y la otra la parte impar. Para ver esto, considere la
sefial

4 (0= X +X(-0]

la cual se conoce como la parte par de x(t). En forma similar, la parte impar de x(t) esta dada por

()= X () X (-0

Es muy sencillo comprobar que, efectivamente, la parte par es par y que la parte impar es impar, y que
X(t) es la suma de las dos. Para el caso de tiempo discreto se cumplen definiciones completamente
analogas. En resumen, tenemos las siguientes identidades:

x(t)=x, (t)+x (t)

(1.17)
x[n]=x,[n]+x[n]
(= X+ X(-0]
. (1.18)
¥, 0= DXl x[-n]
1
5 (0= X () X (-0
(1.19)

1
% [n]=Z{x[n]=x[-nl}

Observe que la suma de dos sefiales pares es par y de dos sefiales impares es impar, y también que el
producto de dos sefiales pares o dos impares es una sefial par y que el producto de una sefial par y una
sefial impar es una sefial impar; también se puede demostrar que la derivada de cualquier funcién par es
impar, y la derivada de una funcion par es impar (la demostracion de todo lo anterior se deja como un
ejercicio).
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Ejemplo 11. Considere la sefial x(t) definida por

X(t) = 1, t>0
~lo, t<o

Las partes par e impar de esta sefial, conocida como la funcion escalén, estan dadas por

1
X, (t)= 3 para todo t, exceptoent=0
, t<0
X; (t) =

El Gnico problema aqui radica en el valor de las funciones en x = 0. Si definimos x(0)=1/2, entonces
1
X (0)=§ y x(0)=0

Las sefales xp(t) y xi(t) se grafican en la Fig. 1.20.

Xp(t) xi(t)

12 1/2

-1/2

Figura 1.20. Descomposicion de la funcién escaldn en sus partes par e impar.

Ejemplo 12. Considere la sefial

Aexp(-at), t=>0
x(t)={ F())( )t<0

La parte par de x(t) esta dada por

LAexp(—at) t>0 1
X, (1) =12 =~ Aexp(—alt|)
2 Aexp(at) t<0 2

y la parte impar por

lexp(-at), t>0
X; (t): ? p( a)
—sexp(at). t<O0

Las sefiales Xy(t) y xi(t) se muestran en la Fig. 1.21.
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xp(t Xi(t)
V2B Y%A

—Y A

Figura 1.21

Ejemplo 13. Determine las componentes par e impar de x(t) =e”.
Solucion: La parte par es

X, (t) =§( el +e’“):cost
y la parte impar es

X, (1) :%( el —e’jt)z jsent

1.8 Sefales en Tiempo Continuo Béasicas

En esta seccion se introducen varias sefiales de tiempo continuo de particular importancia. Estas
sefiales no s6lo ocurren frecuentemente en la naturaleza, sino que ellas también sirven como bloques
bésicos para la construccion de otras sefiales. En éste y en los capitulos subsiguientes encontraremos
que al construir sefiales de esta forma se podran examinar y comprender mas profundamente las
propiedades de sefiales y sistemas.

1.8.1 Sefales Exponenciales Complejas

La sefial exponencial compleja de tiempo continuo es de la forma
x(t) = Ae® (1.20)

donde A y s son, en general, numeros complejos. Dependiendo del valor de estos parametros, la
exponencial compleja puede tomar varias caracteristicas diferentes. En el anélisis a continuacion, para
simplificar, se tomard A = 1.

Si s se restringe a ser puramente imaginaria, s = joo por ejemplo, se obtiene la sefial
X(t) =el" = cosmyt + jsenm,t (1.21)
Usando ahora la identidad de Euler, esta sefial puede ser definida como

Xx(t) =™ =cosm,t + jsenam,t (1.22)



22

O sea que x(t) es una sefial compleja cuyas partes real e imaginaria son cosm,t ysenm,t,

respectivamente. Una propiedad importante de la sefial exponencial compleja es su periodicidad. Para
comprobar esto, recuerde de la Sec. 1.3 que una funcion x(t) sera periddica con periodo T si

X(t)=x(t+T)
0, para la funcion exponencial

gloot — gloo (4T) (1.23)

Puesto que
ejmo (t+T) _ ejﬂ’otej‘*’oT

se concluye que para tener periodicidad, se debe cumplir que

el =1
Si mp = 0, entonces x(t) = 1, la cual es periodica para cualquier valor de T. Si ®, =0, entonces el
periodo fundamental T, de x(t) es

27

T ="
|(’30|

0

(1.24)

Asi que las sefiales el y e ' tienen el mismo periodo fundamental. Observe también que x(t) es
periddica para cualquier valor de wy.

Una sefial intimamente relacionada con la sefial exponencial compleja periodica es la sinusoidal
X(t) = Acos(mt+¢) (1.25)

ilustrada en la Fig. 1.22 y ya estudiada en la Seccion 1.3.

i NN
VI

Figura 1.22

Las sefales sinusoidales y las exponenciales complejas también se usan para describir las
caracteristicas de muchos procesos fisicos — en particular, sistemas fisicos en los cuales se conserva la
energia. Por ejemplo, la respuesta natural de una red constituida solamente por inductores y capacitores
0 el movimiento armonico simple de un sistema mecanico consistente de una masa conectada por un
resorte a un soporte estacionario. Las variaciones de la presion acustica correspondientes a un solo tono
musical también son sinusoidales.
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Como ya se vio, si se usa la relacion de Euler, la exponencial compleja en la Ec. (1.21) puede
escribirse en términos de sefiales sinusoidales con el mismo periodo fundamental, es decir,

e’ =cosm t+ jsenm,t (1.26)

En forma similar, la sefial sinusoidal en la Ec. (1.26) puede escribirse en funcion de exponenciales
complejas periddicas con el mismo periodo fundamental:

A . . A _
Acos(o ,t +¢) =(Ee‘*°Je“°°‘ +(Ee‘ “Pje Jot (1.27)

Observe que las dos exponenciales en la Ec. (1.28) tienen amplitudes complejas. Alternativamente, una
sinusoide puede expresarse en funcion de una sefial exponencial compleja como

Acos(w,t +¢) = ARef e ()} (1.28)

donde A es real y “Re” se lee “la parte real de”. También se usara la notacion “Im” para denotar “la
parte imaginaria de”. Entonces

Asen (ot +¢) = Alm{ e“"’(’”‘”} (1.29)

De la Ec. (1.25) vemos que el periodo fundamental T, de una sefial sinusoidal o de una sefial
exponencial periddica (ambas funciones de tiempo continuo) es inversamente proporcional a |030|, ala

cual Ilamaremos la frecuencia fundamental (rad/s). De la Fig. 1.23 vemos graficamente lo que esto
significa. Si disminuimos la magnitud de o, el ritmo de oscilacion se hace mas lento y, por tanto, el
periodo aumenta. Ocurren efectos exactamente opuestos si se aumenta la magnitud de wo. Considere
ahora el caso cuando wp = 0. Como ya se menciond, aqui x(t) representa una constante y, por ello, es
periddica con periodo T para cualquier valor positivo de T, lo que significa que el periodo de una sefial
constante no esta definido. Por otra parte, no hay ambiguedad al definir la frecuencia fundamental de
una constante como igual a cero; es decir, la tasa de oscilacién de una constante es igual a cero (periodo
infinito).

X1 (t) = C0S X, (t) = cos ,

(a) (b)
X3 (t) = C0S 4t

N\
NN

T1<T2<T3

Figura 1.23
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Las sefiales periodicas — y en particular, la sefial exponencial compleja en la Ec. (1.21) y la sefial
sinusoidal en la Ec. (1.26) — proporcionan ejemplos importantes de sefiales con energia total infinita
pero potencia promedio finita. Por ejemplo, considere la exponencial periddica de la Ec. (1.21) y
suponga que calculamos la energia total y la potencia promedio en un periodo:

TO TO
Epuions = [ | €] dt= [ (@)t =T, (130)
0 0
1
I:)periodo = T_ Eperiodo =1 (131)

0

Puesto que hay un numero infinito de periodos conforme t varia de —o a +oo, la energia total
integrada para todo el tiempo es infinita. Sin embargo, cada periodo de la sefial es idéntico a los demas.
Como la potencia promedio de la sefial por periodo es igual a 1, promediando en periodos multiples
producira un promedio igual a 1; es decir,

T

P, = Iimi“e"“’("

2
dt=1 1.32
Too 2T . ( )

T

Ejemplo 14. Algunas veces es deseable expresar la suma de dos exponenciales complejas como el
producto de una sola exponencial compleja. Por ejemplo, suponga que se quiere graficar la magnitud
de la sefial

x(t)=e'?" +e!*

Para hacer esto, primero extraemos un factor comun del lado derecho de la ecuacion, tomando como
frecuencia de ese factor el promedio de las dos frecuencias de las exponenciales en la suma, y se
obtiene

X(t) =e?% (e71°%t +e1%°")
la cual, por la relacién de Euler, se puede escribir como
x(t) =2e'**' cos0.5t
y de aqui se obtiene directamente la expresion para la magnitud de x(t):
| x(t)|=2|cos 0.5t

Asi que | x(t)| es lo que se conoce comunmente como una sinusoide rectificada de onda completa,
como se muestra en la Fig. 1.24.
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X(t)

|
-1 0 @ 2=% t

Figura 1.24

Para la sefial compleja definida en la Ec. (1.20), si A es real y s = o (también real), entonces la
expresion para la sefial se reduce a

x(t) = Ae”t (1.33)

vale decir, x(t) es una funcion exponencial real. Si ¢ > 0, entonces x(t) es una exponencial creciente,
una forma usada en la descripcion de muchos procesos fisicos diferentes, incluyendo las reacciones en
cadena en explosiones atomicas y en reacciones quimicas complejas. Si o < 0, entonces x(t) es una
exponencial decreciente, la cual también se usa para describir fendmenos tales como el proceso de
decaimiento radiactivo y las respuestas de redes eléctricas formadas por resistores-capacitores (RC) o
resistores-inductores (RL). Observe también que para ¢ = 0, x(t) es una constante. En la Fig. 1.25 se
ilustran curvas tipicas parac >0y o <O0.

X(t) x(t)

c>0 A o<0

Figura 1.25

Las exponenciales complejas jugaran un papel importante en mucho de nuestro tratamiento sobre
sefiales y sistemas, principalmente porque sirven como bloques sumamente tiles en la construccion de
otras sefiales. Con frecuencia hallaremos de utilidad el considerar conjuntos de exponenciales
complejas relacionadas armonicamente — es decir, conjuntos de exponenciales periddicas con un
periodo comun T,. Especificamente, ya vimos que una condicion necesaria para que la exponencial

compleja e’ sea periddica con periodo Ty es que
eloh =1
lo que implica que T, debe ser un maltiplo de 2m, es decir,
ol, =27k, k=0,=%1, +2,... (1.34)

Entonces, si definimos la frecuencia fundamental
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2
®,= T—” (1.35)
0

vemos que, para satisfacer la Ec. (1.34), o debe ser un multiplo entero de wo. ES decir, un conjunto de
exponenciales complejas relacionadas arménicamente es un conjunto de exponenciales periddicas con
frecuencias fundamentales que son mdultiplos de una sola frecuencia positiva y:

o (1)=e**",  k=0,+1,+2,... (1.36)

Parak =0, ¢, (t) es una constante, mientras que para cualquier otro valor de k, ¢, (t) es periodica con
frecuencia fundamental | k |, y perfodo fundamental

mLme (1.37)

=
e

el k-ésimo armoénico ¢, (t) todavia es periodico con periodo Ty, a medida que recorre |k| de sus
periodos fundamentales durante cualquier intervalo de duracion To.

1.8.2 Sefales Exponenciales Complejas Generales

El caso méas general de una sefial exponencial compleja puede expresarse e interpretarse en funcion de
los casos examinados hasta ahora: la exponencial real y la exponencial compleja periodica.
Especificamente, considere una sefial exponencial compleja Ae*, donde A se expresa en forma polar y
s en forma rectangular; es decir,

A=|Ale”
y :
s=o+jo
Entonces,
Ae* =| A|eeleri)t —| A|gtei(t) (1.38)

Usando la identidad de Euler, se puede expandir esta relacion para obtener
Ae* =| Ale™ cos(wt+0)+ j| Ale sen(w t+6) (1.39)

Asi que para o = 0, las partes real e imaginaria de una exponencial compleja son sefiales sinusoidales.
Para o > 0, ellas corresponden a sefiales sinusoidales multiplicadas por una exponencial real creciente
y, para ¢ < 0, corresponden a sefiales sinusoidales multiplicadas por una exponencial real decreciente.
Ambos casos se ilustran en la Fig. 1.26. Las lineas punteadas representan las funciones J_r| A|e‘". De la

Ec. (1.39) vemos que | A|e"t es la magnitud de la exponencial compleja. Asi que las lineas de puntos

se comportan como una envolvente para las curvas oscilatorias en la figura, donde los picos de las
oscilaciones justo tocan estas curvas y, de esta manera, la envolvente proporciona una forma
conveniente de visualizar la tendencia general en la amplitud de la oscilacion.
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Figura 1.26. Sefiales sinusoidales multiplicadas por sefiales exponenciales.

Las sefiales sinusoidales multiplicadas por exponenciales decrecientes cominmente se conocen como
sinusoides amortiguadas. Ejemplos de ellas se encuentran en la respuesta de redes eléctricas
compuestas de resistores-inductores-capacitores (RLC) y en sistemas mecanicos que contienen fuerzas
de amortiguamiento y de restauracion (el amortiguamiento de los automoviles, por ejemplo). Estos
sistemas poseen mecanismos que disipan energia (resistores, friccion, etc.).

1.8.3 La Funcién Escalén Unitario

La funcidén escaldn unitario u(t) se define como

1 0
u(t)={ . ::O (1.40)

y se muestra en la Fig. 1.27a. Observe que es discontinua en t = 0 y que el valor en t = 0 no esta
definido. En la misma forma se define la funcion escal6n unitario desplazado u(t — to):

(t—t,) Lt (1.41)
u(t-t,)= :
7o t<t,
y la cual se muestra en la Fig. 1.27b.
u( u(t—to)

0 t 0 to t
(@ (b)

Figura 2.27. La funcidn escaldn unitario.

1.8.4 La Funcién Impulso Unitario

En aplicaciones de modelado practicas, con frecuencia encontramos discontinuidades en una sefial x(t)
de tiempo continuo. Una sefial asi no posee derivadas finitas en sus discontinuidades. No obstante, por
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razones conceptuales y operacionales, es deseable incluir la derivada de la sefial x(t) en nuestras
consideraciones; por lo tanto, introducimos el concepto de la funcion impulso unitario. Esta funcion,
también conocida como la funcién delta de Dirac, se denota por 3(t) y se representa graficamente

mediante una flecha vertical, como en la Fig. 1.28.

3(t)

Figura 1.28

Tradicionalmente, &(t) se define como el limite de una funcion convencional seleccionada
adecuadamente y la cual tiene un area unitaria en un intervalo de tiempo infinitesimal, como la funcion
ilustrada en la Fig. 1.29.

En un sentido matematico estricto, la funcion impulso es un concepto bastante sofisticado. Sin
embargo, para las aplicaciones de interés es suficiente comprender sus propiedades formales y
aplicarlas correctamente. En lo que se expone a continuacion se presentan estas propiedades,
recalcando no el rigor sino la facilidad operacional. En las aplicaciones practicas de algunos modelos,
con frecuencia encontramos discontinuidades abruptas en una sefial f(t) (como la de la Fig. 1.29). Esta
sefial no posee derivadas finitas en esas discontinuidades. No obstante, muchas veces es deseable
incluir las derivadas de la sefial en nuestras consideraciones. Es aqui donde tiene su aplicacion el
concepto de la funcién impulso unitario. Antes de enunciar algunas de las propiedades de la funcion
impulso considere la funcion dada por

0, t<0
1
X, (t)=1n, O<t<—
n

1

0, t>—

n

Para n =1, 2y 3, los pulsos x1(t), X2(t) y X3(t) se muestran en la Fig. 1.29(b). Conforme n aumenta, la
anchura del pulso disminuye y la altura aumenta. Como consecuencia, el area del pulso para toda n es
igual a la unidad:

jxn(t)dtzl, £>

0

En el limite, conforme n — oo, para un niimero & positivo, tenemos que

|imjxn (t)dt=1
0
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f(t) Xn(t)

- w— -
o o — -
=
o — -

0 Y% % 1

(@) (b)
Figura 1.29. Funciones modelos para obtener una funcién impulso.

lo que nos da una forma de definir la funcién impulso unitario como
3(t) =limx, (t)
n—oo
La funcion impulso &(t), también conocida como funcidon delta de Dirac, tiene las siguientes
propiedades:

1. Esuna sefial de area unitaria con valor cero en todas partes excepto en el origen:

0, t=#0
8(t) = e (1.42)
no esta definidaent=0
j 5(t)dt =1 (1.43)

Pero una funcién ordinaria que es igual a cero en todas partes excepto en el origen debe tener
una integral de valor cero (en el sentido de la integral de Riemann). Asi que d(t) no puede ser
una funcién ordinaria y matematicamente se define por

[easmdt=0(0) (1.44)

donde o(t) es una funcion continua en el origen. Esta propiedad se conoce como la propiedad
de seleccion o de filtrado de la funcion impulso unitario.

Una definicion alterna de d(t) esta dada por

. ©(0), ab<0
J-(p(t)S(t)dt: 0, ab>0 (1.45)
a no definida,a=0 o0 b=0
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Observe que la Ec. (1.45) o la Ec. (1.46) es una expresion simbolica y no debe ser considerada
una integral de Riemann ordinaria. En este sentido, a 5(t) se le refiere con frecuencia como una
funcién generalizada y a ¢(t) como una funcion de prueba. Tome nota que la funcion impulso
es una funcion ficticia con propiedades “ideales” que ninguna funcién real posee.

2. La funcion delta es la derivada de la funcion escaldn unitario, es decir,
du(t)

dt

La demostracion de esta propiedad se deja como un ejercicio para el lector. Esta Gltima ecuacion
también puede usarse para definir la funcion 8(t) como

() =

(1.46)

t
j 5(x)dt=u(t) (1.47)
Al igual que &(t), la funcion delta retrasada, o(t — to), se define por
[ems(t-t)dt=0,) (1.48)

A continuacion se presentan algunas consecuencias de las propiedades anteriores:

De la propiedad de la definicion en (1.44), se tiene que la funcidn d(t) es una funcién par; es decir,

d(t)=3(-t) (1.49)
También,
d(at) =i6(t) (1.50)
|a

La funcion 3(t — to) es la derivada de la funcion escaldn unitario retrasado:
du(t-t,)

S(t—-t,)= m (1.51)
Si o(t) es continuaen t =0,
- P(1)3(t) =(0)3(t) (L52)
y si es continua en t = to,
@(t)d(t—t,) =o(t,)d(t 1) (1.53)

Estas dos ultimas ecuaciones representa la propiedad de muestro de la funcion delta, es decir, la
multiplicacion de cualquier funcién o(t) por la funcion delta resulta en una muestra de la funcién en los
instantes donde la funcidn delta no es cero. El estudio de los sistemas en tiempo discreto se base en esta
propiedad.

Una funcion impulso de n—€simo orden se define como la n—€sima derivada de u(t), es decir

M (t) = Z—:[u(t)] (1.54)
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La funcidn &'(t) se denomina doblete, 5"(t) triplete, y asi sucesivamente.

Usando las Ecs. (1.47) y (1.48), se obtiene que cualquier funcion continua x(t) puede expresarse
como

X(t):]c.x(r)S(t—r)dr (1.55)
Esta identidad es basica. Diferenciandola con :eospecto at, se obtiene

X'(t) = T x(t)d'(t—1)dr (1.56)
y parat=0, :

x'(0) = T x(t)8'(—t)dr (1.57)

Puesto que d(t) es una funcion par, su derivada &' (t), el doblete, es impar, es decir,
d'(t)=-58'(-t) (1.58)

por lo que al usar esta propiedad, la Ec. (1.55) se convierte en

Tx(t)&’(t)dt = —x'(0) (1.59)

—00

También se puede demostrar que (jhagalo Ud.!)

Tx(r)S’(t—r)dr:—x’(t) (1.60)

—00

Si g(t) es una funcion generalizada, su n-ésima derivada generalizada g‘™ (t) =d"g(t)/dt" se define
mediante la siguiente relacion:

Je®g™ mdt=(-1 [ g (161)

donde o(t) es una funcion de prueba que puede ser diferenciada un nimero arbitrario de veces y se
anula fuera de algun intervalo fijo. Como una aplicacion de la Ec. (1.59) y la Ec. (1.58), sig(t) =8(t),

entonces
Jos™ t-xdt=(-1) ¢ (x) (162)

De la Ec. (1.46) se tiene que la funcién escaldn unitario u(t) puede expresarse como
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u(t) = J.S(r)dr (1.63)

Ejemplo 15. Halle y dibuje la primera derivada de las sefiales siguientes:

(a)
(b)

x(t)=u(t)-u(t—-a) a>0
x(t)=t[u(t)-u(t—-a)] a>0

Solucién:

(a)

(b)

Usando la Ec. (1.46), tenemos que

u'(t)=958(t) y u'(t—a)=95(t—-a)
Entonces,
X'(t)=u'(t)-u'(t—a)=3(t)-d(t—a)

Las sefiales x(t) y x'(t) se dibujan en la Fig. 1.30.

Usando la regla para la derivada del producto de dos funciones y el resultado de la parte (a), se
obtiene

X'(t)=u(t)—u(t—a)+t[5(t)-8(t—a)]
Pero, por las Ecs. (1.51) y (1.52),
to(t)=(0)6(t)=0 y to(t—a)=ad(t—a)
Y, por ello,
X'(t)=u(t)—u(t—a)—ad(t—a)

Las sefiales x(t) y x'(t) se grafican en la Fig. 1.30b.

X(t) X(t)
1 ar

0 a t 0 a t
X'(t) X'(t)

A () 1

a
0 l t 0 t
-8(t-a) Y-3(t —a)
(a) (b)

Figura 1.30
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1.9 Sefales de Tiempo Discreto Basicas

1.9.1 Secuencias Exponenciales Complejas Generales

Igual que en tiempo continuo, una sefial importante en tiempo discreto es la secuencia exponencial
compleja

x[n]=Ad" (1.64)
donde Ay a son, en general, cantidades complejas. Esto podria expresarse alternativamente en la forma

x[n]= Ae™ (1.65)
donde a=¢".

Aunque la forma de la secuencia exponencial compleja dada en la Ec. (1.63) es méas parecida a la
forma de la funcién exponencial en tiempo continuo, a menudo es mas conveniente expresarla en la
forma de la Ec. (1.62).

1.9.2 Secuencias Exponenciales Reales

Si en la Ec. (1.62) Ay a son reales, podemos tener diferentes tipos de conducta para las secuencias,
como se ilustra en la Fig. 1.31. Si |a|>1, la magnitud de la sefial crece exponencialmente con n,

mientras que si |a | <1, tenemos una exponencial decreciente. Adicionalmente, si o es positiva, todos

los valores de Ao tienen el mismo signo, pero si o es negativa, entonces los signos de x[n] se

alternan. Observe también que si o = 1, entonces x[Nn] es una constante, mientras que si o = —1, el valor
de x[n] se alterna entra +A y —A. Las exponenciales en tiempo discreto de valores reales con frecuencia
se usan para describir el crecimiento de una poblacién en funcion de su tasa de generacion, el retorno
de una inversion en funcion del dia, mes, etc.

(@) (b)

-1<a<0 a<-1

(c) (d)

Figura 1.31
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1.9.3 Seiiales Sinusoidales

Otra exponencial compleja importante se obtiene usando la forma dada en la Ec. (1.63) y restringiendo
[ a ser puramente imaginaria (de modo que | o | =1). Especificamente, considere la expresion

x[n]=e>" (1.66)
Igual que en el caso de tiempo continuo, esta sefial estd intimamente relacionada con la sefial sinusoidal
x[n]= Acos(Q,n+) (1.67)

Si tomamos al parametro n como adimensional, entonces Qo y ¢ tienen las dimensiones de radianes. En
la Fig. 1.32 se ilustra un ejemplo de una secuencia sinusoidal.

X[n] = cos (% n)

Figura 1.32
La relacion de Euler nos permite escribir
e’ =cosQ,n+ jsenQ n (1.68)
y
Acos (Q,n+@) =1el?ei™" 4 1glogi%n (1.69)

Las sefiales en las Ecs. (1.64) y (1.65) son ejemplos de sefiales de tiempo discreto con energia total
infinita pero potencia promedio finita. Por ejemplo, puesto que ‘ el™" =1, toda muestra de la sefial en

la Ec. (1.64) contribuye con 1 a la energia de la sefial, por lo que la energia total para —o<n<-+w €s
infinita, mientras que la potencia promedio para algin periodo de tiempo es obviamente igual a 1.

1.9.4 Senales Exponenciales Complejas Generales

La exponencial compleja de tiempo discreto general puede escribirse e interpretarse en funcion de
sefiales exponenciales reales y de sefiales sinusoidales. Especificamente, si escribimos A y o en forma
polar,
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A=|Ale’
y .
o=|ale™
entonces
Ao =| Alla| cos(Q,n+0)+j| Al|a|" sen(Q,n+0) (1.70)

Asi que para |a|:1, las partes real e imaginaria de una secuencia exponencial compleja son
sinusoides. Para |a|<1, ellas corresponden a secuencias sinusoidales multiplicadas por una

exponencial decreciente (Fig. 1.33a), mientras que para |a|>1, ellas corresponden a secuencias
sinusoidales multiplicadas por exponenciales crecientes (Fig. 1.33b).

o] <1 la|>1

(a) (b)
Figura 1.33

1.9.5 Periodicidad de las Exponenciales Complejas

Aunque hay muchas semejanzas entre las sefiales exponenciales de tiempo continuo y las de tiempo
discreto, también hay diferencias importantes. Una de ellas se relaciona con la sefial e*". En la
Seccion 1.8.1 se sefialaron las dos propiedades siguientes de su contraparte de tiempo continuo e’*':
(1) Mientras mayor sea la magnitud de wo, méas grande sera la tasa de oscilacion de la sefial; y (2)
el es periddica para cualquier valor de wo. Ahora se describiran las versiones en tiempo discreto de

estas propiedades y, como se vera, hay diferencias bien definidas entre ellas y sus equivalentes en
tiempo continuo.

El hecho de que la primera de estas propiedades sea distinta en tiempo discreto, es una consecuencia
directa de otra diferencia extremadamente importante entre las exponenciales complejas de tiempo
discreto y las de tiempo continuo. Especificamente, considere la exponencial compleja con frecuencia
igual a €3, +2k m, donde k es un entero:

ej(QO+2th)n :eonnejanTc :ejQOH (171)
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puesto que e'*" =1. De la Ec. (1.69) vemos que la secuencia exponencial compleja con frecuencia Qo
es la misma que las secuencias con frecuencias iguales a Q, £2x, Q, £4m, etc. Asi que tenemos una
situacion muy diferente de la del caso en tiempo continuo, donde las sefiales e'™' son todas distintas
para distintos valores de wo. En tiempo discreto, las sefiales e*™" no son todas distintas. Como lo

indica la Ec. (1.69); las sefiales que estan separadas por 2 radianes son idénticas y, por ello, al tratar
con secuencias exponenciales en tiempo discreto, solamente necesitamos considerar un intervalo de

longitud 27 en el cual seleccionar Qo. En la mayoria de los casos se usara el intervalo 0<Q, <27 o el
intervalo —n<Q, <.

Debido a la periodicidad implicada por la Ec. (1.69), la sefial e/*" no tiene una tasa de oscilacion
que aumenta continuamente conforme Q, aumenta en magnitud. Mas bien, a medida que aumentamos
Qo desde 0, obtenemos sefiales con tasas de oscilacion crecientes hasta alcanzar el valor Qg = n. De alli
en adelante, al continuar aumentando Qo, disminuye la tasa de oscilacion hasta llegar al valor Qo = 2n[]
que es la misma que en Qg = 0. jel proceso comienza de nuevo!

1.9.6 Periodicidad de la Exponencial Compleja

jQn

Para que la sefial e**" sea periddica con periodo N > 0, se debe cumplir que

% (N+N) _ g i0%n
0, equivalentemente, que
eI =1 (1.72)
Esta ecuacion se satisface si QoN es un multiplo entero de 2, es decir,

Q,N =2mm m un entero positivo

Q, m , :
—=—un numero racional (1.73)
2r N

Por ello, la secuencia e’*" no es periddica para cualquier valor de Qq; es decir, si Q, satisface la

condicion de periodicidad en la Ec. (1.71), Qo # 0 y si N y m no tienen factores en comun, el periodo
fundamental No de la secuencia e’*" esta dado por

27
N, = m{Q_] (1.74)

0

De acuerdo con la Ec. (1.71), la sefial &'™" es periddica si Qo/2n es un nimero racional, y no lo es
para cualquier otro valor. Estas mismas observaciones también son validas para sinusoides de tiempo

discreto. Por ejemplo, la secuencia en la Fig. 1.34, x[n]=cos(ng), es periddica con periodo
fundamental igual a 12, pero la secuencia dada por x[n]:cos(n/Z) no lo es.
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Figura 1.34

Ejemplo 16. Sea
X[n]:ej(7n/9)n
Entonces
Q, 79 7 m
2_1t: 2n :E:W

Asi pues, x[n] es periddica y su periodo fundamental, obtenido al hacer m = 7, es igual a 18.

Si x[n] es la suma de dos secuencias periodicas xi[n] y x2[n], las cuales tienen periodos fundamentales
N1 y N», respectivamente, entonces si

mN, =kN, =N (1.75)

donde m y k son enteros, x[n] es periddica con periodo N (jdemuéstrelo!). Puesto que siempre podemos
encontrar enteros m y k que satisfagan la Ec. (1.73), se deduce que la suma de dos secuencias
periddicas es también periddica y su periodo fundamental es el minimo comdn maltiplo de N; y No.

Igual que en el caso de tiempo continuo, en el andlisis de sistemas y sefiales en tiempo discreto
también es muy importante considerar conjuntos de exponenciales relacionadas armoénicamente — es
decir, exponenciales periodicas con un periodo comun No. De la Ec. (1.71) sabemos que éstas son
precisamente las sefiales con frecuencias que son multiplos de 27/No. Es decir,

jkQyn 2m
Y, [n]=e""", Q,=—, k=0,%1,+£2,... (1.76)
N0
En el caso de tiempo continuo, todas las exponenciales complejas relacionadas armonicamente,
el(@¥h) k=0, +1, £2,..., son distintas. Sin embargo, debido a la Ec. (1.69), éste no es el caso en
tiempo discreto. Especificamente,

LPk+NO [n] — @l(ktNo)(2m/No)n _ o jk(27/No)n =¥, [n] (1.77)

la cual implica que so6lo hay No exponenciales periodicas distintas en el conjunto dado por la Ec. (1.74)
y, por ello, se tiene que
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W, [n]= LIJNO [n], Y¥.[n]= \PNoﬂ[n]’ s Pen] = lPN(,H( [n], ... (1.78)
1.9.7 La Secuencia Escal6n Unitario

La secuencia escalon unitario u[n] se define como

u[n]= L n=0 (1.79)
0, n<0

la cual se muestra en la Fig. 1.35a. Observe que el valor de u[n] esté definido en n = 0 (a diferencia de
la funcidn escaldn unitario de tiempo continuo, que no lo estd en t = 0). En forma similar, la secuencia
escalon unitario desplazado u[n —k] se define como

1, n=k

u[n—k]:{O <k (1.80)

y se muestra en la Fig. 1.35h.

un]

;,:Tm

—2-101 2 3 n

(@) (b)
Figura 1.35

1.9.8 La Secuencia Impulso Unitario

Una de las sefiales mas sencillas de tiempo discreto es la secuencia impulso unitario (0 muestra
unitaria), la cual se define como

1 n=0
6[n]={0 ?\io (1.81)

y se ilustra en la Fig. 1.36a. En forma similar, la secuencia impulso unitario desplazado (0 muestra
unitaria que ocurre en n =k, 5[n —k] se define como

n=k

1
8[n—k]={0 o (1.82)

la cual se muestra en la Fig. 1.36b.
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2-101 23 n 101 k n
@ (b)

Figura 1.36

A diferencia de la funcién impulso unitario de tiempo continuo 4(t), 6[n] se define para todos los
valores de n sin complicaciones o dificultades analiticas; observe que la magnitud del impulso discreto
es siempre finita. A partir de las definiciones (1.79) y (1.80) se ve rapidamente que

x[n]s[n]=x[0]3[n]
x[n]8[n—k]=x[k]5[n—K]

las cuales representan la propiedad de seleccién de la secuencia impulso unitario, es decir, la secuencia
impulso unitario puede usarse para tomar muestras de la sefial x[n].

La relacién en tiempo discreto entre el impulso y el escaldén unitarios viene dada por la llamada
primera diferencia; ella es

d[n]=u[n]-u[n-1] (1.83)

Inversamente, el escalén unitario es la suma acumulada de la muestra unitaria; es decir,

ufn]= > 3[m] (1.84)
Observe en la Ec. (1.82) que la suma acumulada es igual a 0 para n < 0 y 1 para n>0,
Adicionalmente, si se cambia la variable de la sumatoria de ma k =n—m, la Ec. (1.82) se convierte en

u[n]=>8[n—K] (1.85)

En la Ec. (1.83) el valor diferente de cero de 5[n—k] ocurre cuando k = n, asi que de nuevo vemos

que la sumatoria es 0 paran <0y 1 para n > 0. Una interpretacion de la Ec. (1.83) es verla como una
superposicién de impulsos retardados, es decir, podemos considerar la ecuacion como la suma de un
impulso unitario 3[n] en n =0, un impulso unitario 3[n—1] en n =1, otro, 3[n—2]enn = 2, etc.

1.10 Sistemas y Clasificacion de Sistemas

Los sistemas fisicos en el sentido mas amplio son un conjunto de componentes o bloques funcionales
interconectados para alcanzar un objetivo deseado. Para nuestros propdsitos, un sistema es un modelo
matematico que relaciona las sefiales de entrada (excitaciones) al sistema con sus sefiales de salida
(respuestas). Por ejemplo, un sistema de alta fidelidad toma una sefial de audio grabada y reproduce esa
sefial. Si el sistema tiene controles de tono, se puede cambiar la calidad tonal de la sefial reproducida;
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en otras palabras, el sistema procesa la sefial de entrada. De igual modo, la red sencilla de la Fig. 1.37
se puede considerar como un sistema que procesa un voltaje de entrada ve(t) y produce un voltaje de
salida vs(t). Un sistema de realzamiento de imagenes transforma una imagen de entrada en una imagen
de salida con algunas propiedades deseadas como, por ejemplo, un mayor contraste entre los colores.

Figura 1.37

Si x y y son las sefiales de entrada y de salida, respectivamente, de un sistema, entonces el sistema se
considera como una transformacion de x en y. Esta representacion se denota por

y=TIX] (1.86)

donde T es el operador que representa alguna regla bien definida mediante la cual la excitacion x es
transformada en la respuesta y. La relacion (1.84) se ilustra en la Fig. 1.38a para el caso de un sistema
de una sola entrada y una sola salida. La Fig. 1.38b ilustra un sistema con entradas y salidas mdaltiples.
En estas notas solamente nos ocuparemos de sistemas con una sola entrada y una sola salida.

X1 Y1
Sistema . > Sistema 1 2
T : T
—1 P—
Xn Yn
(a) (b)
Figura 1.38

1.10.1 Sistemas en Tiempo Continuo y en Tiempo Discreto

Un sistema en tiempo continuo es un sistema en el cual las sefiales de entrada y de salida son de tiempo
continuo (Fig. 1.39a). Si las sefiales de entrada y de salida son de tiempo discreto, entonces el sistema
se llama un sistema en tiempo discreto (Fig. 1.40b). Ambos sistemas también se denotaran
simbdlicamente por

x() > y() (@

x[n] > y[n] () (187)
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X(t) Sistemade | y(®) X[n]  Sistema de yln]
tiempo continuo tiempo discreto
(@) (b)
Figura 1.39

Ejemplo 17. Considere la red RC de la Fig. 1.37. Si tomamos al voltaje ve(t) como la sefial de entrada y
al voltaje vs(t) como la sefial de salida, entonces, aplicando la ley de Ohm, la corriente que pasa por el
resistor R es

Ve (1) —v, ()

i(t)=
(t) ;

Esta corriente esta relacionada con el voltaje en el capacitor, vy(t), por
. dv,_(t)
i(t)y=C—

(1) o

y de estas dos ultimas relaciones, obtenemos la ecuacién diferencial que conecta la entrada con la
salida:
dv,(t) N 1
dt RC
En general, los sistemas en tiempo continuo en una sola variable estan descritos por ecuaciones
diferenciales ordinarias. En el Ejemplo 17, la ecuacion diferencial ordinaria es una con coeficientes
constantes, lineal y de primer orden, de la forma

dy(t)

L O= v, ) (1.88)

+ay(t)=bx(t) (1.89)

en la cual x(t) es la entrada y y(t) es la salida y a y b son constantes.

Ejemplo 18. Un ejemplo sencillo de un sistema de tiempo discreto, lo da un modelo simplificado para
el balance mensual de una cuenta bancaria de ahorros. Especificamente, sea y[n] el balance al final del
n-ésimo mes y suponga que y[n] evoluciona mensualmente de acuerdo con la ecuacion

y[n]=1.01y[n-1]+Xx[n]
y[n]-1.01y[n—-1]=x[n] (1.90)

donde x[n] representa el depdsito neto (es decir, depdsitos menos retiros) durante el n-ésimo mes y el
término 1.01y[n] modela el hecho del aporte del 1% de interés mensual
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La Ec. (1.88) es un ejemplo de una ecuacion en diferencias lineal de primer orden y de coeficientes
constantes, vale decir, una ecuacion en diferencias de la forma

y[n]+ay[n-1]=bx[n]

Como lo sugieren los Ejemplos 17 y 18, las descripciones matemaéticas de sistemas provenientes de
una gran variedad de aplicaciones, con frecuencia tienen mucho en comun, y este hecho es una de las
mayores motivaciones para el desarrollo de herramientas que faciliten el analisis de sefiales y sistemas.
Aqui la clave del éxito esta en identificar clases de sistemas que posean dos caracteristicas importantes:

1. Los sistemas deben tener propiedades y estructuras que se puedan explotar para obtener una mejor
comprension de su comportamiento y para desarrollar herramientas efectivas para el analisis.

2. Los sistemas de importancia practica deben poder modelarse con la mayor precision posible
usando modelos tedricos basicos.

La mayor parte de este texto estd enfocada en la primera de estas caracteristicas y su aplicacién a
sistemas lineales e invariantes en el tiempo (sistemas LIT). En la préxima seccion se introduciran las
propiedades que caracterizan este tipo de sistemas como también otras propiedades basicas de mucha
importancia.

La segunda caracteristica mencionada es de una importancia obvia para que cualquier técnica de
analisis tenga valor practico. Los sistemas que estudiaremos pueden modelar bastante bien una gran
variedad de sistemas fisicos. Sin embargo, un punto critico es que cualquiera sea el modelo utilizado
para analizar un sistema fisico, ese modelo es una idealizacion y, por consiguiente, cualquier analisis
basado en el modelo seréd tan bueno como lo sea el modelo. En el caso de resistores y capacitores
reales, por ejemplo, los modelos idealizados son bastante precisos para muchas aplicaciones y
proporcionan resultados y conclusiones Utiles, siempre y cuando las variables fisicas — voltajes y
corrientes — permanezcan dentro de las bandas de operacién establecidas por los modelos. Por ello, es
importante en la practica de ingenieria tener siempre presente los intervalos de validez de las
suposiciones hechas para elaborar el modelo y también asegurarnos que cualquier andlisis o disefio no
viola esas suposiciones.

1.10.2 Sistemas Con y Sin Memoria

Se dice gque un sistema es instantdneo o sin memoria si su salida en cualquier instante depende
solamente de su excitacion en ese instante, no de ningun valor pasado o futuro de la excitacién. Si esto
no es asi, se dice que el sistema tiene memoria. Un ejemplo de un sistema sin memoria es un resistor R;
con la entrada x(t) tomada como la corriente y el voltaje tomado como la salida y(t), la relacion de
entrada-salida (ley de Ohm) para el resistor es

y(t)=Rx(t) (1.91)

Un sistema que no es instantaneo se dice dinamico y que tiene memoria. Asi pues, la respuesta de un
sistema dinamico depende no sélo de la excitacion presente sino también de los valores de la entrada
pasada. Un ejemplo de un sistema con memoria es un capacitor C con la corriente como la entrada x(t)
y el voltaje como la salida y(t); entonces,
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y(t)=é.!:x(r)dr (1.92)

En tiempo discreto, un ejemplo de un sistema con memoria es un acumulador, en el cual las secuencias
de entrada y salida estan relacionadas por

yIn]= > x[k] (1.93)
k=—o0
y otro ejemplo es un retardo
y[n]=x[n-1] (1.94)

El concepto de memoria en un sistema, expuesto someramente, corresponde a la presencia de algun
mecanismo que permite el almacenamiento de informacion sobre los valores de la excitacion en
tiempos diferentes del presente. Por ejemplo, el retardo en la Ec. (1.92) retiene el valor pasado
inmediato. Del mismo modo, el acumulador de la Ec. (1.91), “recuerda” la informacion sobre todas las
excitaciones hasta el momento presente; la relacion (1.91) puede escribirse en la forma equivalente

n-1

y [n]= D x{k]+x[n]

k=—o0

y[n]=y[n-1]+x[n] (1.95)

En estas dos ultimas ecuaciones se observa que para obtener la salida en el tiempo presente, el
acumulador debe recordar la suma acumulada de los valores previos, y esa suma es exactamente el
valor precedente de la salida del acumulador.

1.10.3 Invertibilidad y Sistemas Inversos

Se dice que un sistema es invertible si excitaciones distintas producen respuestas distintas. Como se
ilustra en la Fig. 1.40a, si un sistema es invertible, entonces existe un sistema inverso, el cual, al ser
excitado con la salida del sistema invertible, reproduce la sefial original; es decir, en un sistema
invertible siempre es posible recuperar la entrada si se conoce la salida; si las excitaciones diferentes
(Unicas) producen respuestas diferentes (Unicas), entonces es posible, en principio, si se da la respuesta,
asociarla con la excitacion que la produjo.

Un ejemplo de un sistema de tiempo continuo invertible es
y(t) =2x(t) (1.96)
y Su inverso es

w(t)==y(t) (1.97)

Los dos sistemas se ilustran en la Fig. 1.40b.
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Otro ejemplo de un sistema invertible es el acumulador de la Ec. (1.91). En este sistema, la diferencia
entre dos valores sucesivos es precisamente el Gltimo valor de la entrada. En consecuencia, para este
caso el sistema inverso es

wln]=y[n]-y[n-1] (1.98)
como se muestra en la Fig. 1.40c.
X(®) , Sisema | YO y(t) Sistema | X(®
invertible invertible

—>X(t) y(t) = 2x(t) _»y(t) y() w(t) = % v w(t) = x(t)

X[n] N _
—— =" a2 g -y -y g2

k=—c0
Figura 1.40

Ejemplos de sistemas no invertibles son

y[n]=0 (1.99)

y(t) = x> (t) (1.100)

En el primer caso, Ec. (1.97), el sistema produce la secuencia cero para cualquier entrada y, en el
segundo caso, Ec. (1.98), no se puede determinar el signo de la funciéon de entrada a partir del

conocimiento de la sefial de salida. Observe que en el primer caso, si y[n]:c, donde c es una
constante, el sistema no es invertible.

El concepto de invertibilidad es muy importante. Un ejemplo bastante claro proviene de los sistemas
para codificacion utilizados en una gran variedad de aplicaciones en los sistemas de comunicacion. En
esos sistemas, se codifica primero la sefial que se va a transmitir; para que el sistema no cometa errores
(sistema ideal), debe ser posible recuperar completamente la sefial original a partir de la sefal
codificada. En otras palabras, el codificador debe ser invertible.

1.10.4 Sistemas Causales

El término causalidad connota la existencia de una relacion causa-efecto. Se dice que un sistema es
causal si su salida en cualquier instante arbitrario depende solamente de los valores de la entrada en ese
instante y en el pasado. Es decir, la salida de un sistema causal en el tiempo presente depende solo de
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los valores presente y pasados de la entrada. A estos sistemas también se les refiere como no-
anticipativos, ya que el sistema no anticipa, ni depende de valores futuros de la entrada. Como
consecuencia, si dos entradas a un sistema causal son idénticas hasta algun punto en el tiempo t, 0 ny,
entonces las salidas correspondientes a esas entradas también deben ser idénticas. Todos los sistemas
fisicos son causales ya que no pueden ver el futuro y anticipar una excitacion. El circuito RC de la Fig.
1.37 es un sistema causal puesto que, por ejemplo, el voltaje en el capacitor responde solamente a los
valores presentes y pasados del voltaje de la fuente.

Un sistema se denomina no-causal, si no es causal. Ejemplos de sistemas no-causales son
y(t)=x(t+1) (1.101)
y[n]=x[-n] (1.102)
Observe que todos los sistemas sin memoria son causales; sin embargo, lo inverso no es cierto.

Aunque los sistemas causales son de gran importancia, ellos no constituyen los Unicos sistemas de
significacion practica. Por ejemplo, la causalidad no es con frecuencia una restriccién esencial en
aplicaciones en las cuales la variable independiente no es el tiempo, como, por ejemplo, en el
procesamiento de imagenes. También, en el procesamiento de datos grabados con anterioridad, como
sucede a menudo con sefiales de voz, geofisicas 0 meteoroldgicas, para nombrar algunas, no estamos en
modo alguno restringidos a un procesamiento causal. Como otro ejemplo, en muchas aplicaciones,
incluyendo el analisis histérico de la bolsa de valores o de estudios demograficos, podriamos estar
interesados en determinar alguna tendencia de variacion lenta, la cual podria contener fluctuaciones de
alta frecuencia con respecto a la tendencia. En este caso, un enfoque comun es promediar los datos para
suavizarlos y mantener solamente la tendencia. Un ejemplo de un sistema causal que promedia esta
dado por

M

1
y[n]:m;;ﬂ x[n—K] (1.103)

Para comprobar la causalidad de un sistema es importante observar cuidadosamente la relacion de
entrada-salida. Como ilustracion, se comprobara la causalidad de dos sistemas especificos. Ejemplo 19.
El primer sistema lo define la Ec. (1.100), y[n]=X[—n]. Observe que la salida y[ng], para un tiempo

positivo no, depende solo del valor de la sefial de entrada x[—n,] en el tiempo (-n,), el cual es

negativo y, por tanto, esté en el pasado de no. Aqui podria surgir la tentacion de concluir que el sistema
es causal. No obstante, debemos ser cuidadosos y proceder a comprobar la relacion de entrada-salida

para todo el tiempo. En particular, para no < 0, vemos que —|n,| <0y y[—[n,| |=x[ |ny| ], y lasalida
en np < 0 depende del valor futuro de la entrada. Por lo tanto, el sistema es no-causal.

También es importante distinguir cuidadosamente los efectos sobre la entrada de cualesquiera otras
funciones usadas para definir un sistema. Por ejemplo, considere el sistema definido por la relacion

y(t) =x(t)cos(t+1) (1.104)

En este caso, la salida en cualquier instante t, y(t), depende de la entrada x(t) multiplicada por un
nimero que varia con el tiempo. Es decir, solamente el valor presente de x(t) influye en el valor
presente de la salida y(t) y concluimos entonces que este sistema es causal (y jsin memorial).
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1.10.5 Sistemas Estables

Basicamente, un sistema estable es aquél en el cual pequefias excitaciones producen respuestas que no
divergen (no aumentan sin limite). Considere, por ejemplo, el péndulo en la Fig. 1.41a, en el cual la
excitacion es la fuerza aplicada x(t) y la respuesta es la desviacion angular y(t) con respecto a la
normal. En este caso, la gravedad aplica una fuerza que tiende a regresar al péndulo a la posicion
vertical (posicion de equilibrio) y las péerdidas por friccion tienden a frenar el movimiento oscilatorio.
Es obvio que si la fuerza aplicada es pequefia, la desviacion resultante también lo serd. Ademas, al
dejar de aplicar esa fuerza, el péndulo regresard a su posicion de equilibrio. En contraste, para el
péndulo invertido en la Fig. 1.41b, la gravedad ejerce una fuerza que tiende a aumentar cualquier
desviacion de la posicion de equilibrio. Por ello, la aplicacion de cualquier fuerza, por muy pequefia
que sea, conduce a un aumento de la desviacién y hace que el péndulo caiga y no regrese a la posicion
original.

El sistema de la Fig. 1.41a es un ejemplo de un sistema estable, mientras que el de la Fig. 1.41b, es
inestable. La estabilidad de los sistemas fisicos resulta de la presencia de mecanismos que disipan
energia. El circuito RC de la Fig. 1.37 es un sistema estable porque el resistor disipa energia, la
respuesta estd acotada para un voltaje de la fuente acotado y al desaparecer la excitacion proporcionada
por la fuente, desaparece la respuesta.

(@) (b)
Figura 1.41

Los ejemplos mencionados dan una idea intuitiva del concepto de estabilidad. Expresado mas
formalmente, un sistema es estable si para una entrada acotada, la salida correspondiente también
esta acotada. Es decir, si la entrada esta definida por

| x| <k (1.105)

entonces la salida esta definida por
| y | <k, (1.106)

donde k; y k, son constantes reales finitas.

Para demostrar que un sistema es estable, una estrategia valida es buscar una excitacién acotada
especifica y verificar si la salida resultante estd acotada o no. Considere, por ejemplo, el sistema
descrito por la relacion
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y[n]=nx[n] (1.107)

Si seleccionamos una entrada constante, x[n] = k, la respuesta del sistema serd y[n] = kn, que no esta
acotada, puesto que sea cual sea el valor (finito) de k, | y[n]| excederé ese valor para algin valor de n.

Esta propiedad y las anteriores, seran analizadas con mayor detalle en capitulos posteriores.
1.10.6 Invariabilidad en el Tiempo

Conceptualmente, un sistema es invariable en el tiempo si su conducta y sus caracteristicas son fijas en
el tiempo. El circuito RC de la Fig. 1.37 es un sistema con esta propiedad si los valores de los
parametros R y C son constantes; es de esperar que experimentos idénticos produzcan los mismos
resultados sin importar el momento en que se realicen. Por supuesto, esos resultados no serian los
mismos si R o C o0 ambos cambian con el tiempo.

Esta propiedad puede expresarse en una forma muy sencilla para las sefiales y sistemas que hemos
estudiado hasta ahora. Especificamente, se dice que un sistema es invariable en el tiempo si un
desplazamiento en el tiempo (retraso o avance) en la sefial de entrada resulta en un desplazamiento
igual en la sefial de salida. Entonces, para un sistema de tiempo continuo, el sistema no varia con el
tiempo si

x(t-t,) » y(t-t,) (1.108)
para cualquier valor real ty, y, para un sistema de tiempo discreto,
x[n—-n,] = y[n—n,] (1.109)

para cualquier entero no. Un sistema que no cumpla con la Ec. (1.108) (tiempo continuo) o la Ec.
(1.109), se conoce como un sistema variable en el tiempo. Para comprobar si un sistema es invariable
en el tiempo, sencillamente comparamos la salida producida por la entrada desplazada

Ejemplo 20. El sistema de la Fig. 1.42 se conoce como el elemento retardo unitario. Determine si el
sistema es invariable en el tiempo.

Respuesta: Sea yi[n] la respuesta a x, [n]=x[n—n,]. Entonces
Y1 [I‘]] = X[n -, _1]

y también
y[n_no]: X[n_no _1] = yl[n]

Por consiguiente, el sistema es invariable en el tiempo.

Retardo

XN —™ o
[ ] unitario

— y[nl=x[n-1]

Figura 1.42
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Ejemplo 21. Considere el sistema definido por

y (t) =sen(x(t))
Sea y;(t) la respuesta a la entrada x;(t); esto es

. (t)=sen(x, (¢))

y sea yo(t) la respuesta a la entrada desplazada x, (t—t, ) ; es decir,

y, (t) =sen(x, (t-t,))
De la Ec. (1.110) se obtiene

Y (t—t,) =sen(x (t—t,)) =y, (t)

y, por lo tanto, el sistema es invariable en el tiempo.

(1.110)

Ejemplo 22. Un sistema tiene una relacion de entrada-salida dada por
y[n]=nx[n]

Determine si el sistema es invariable en el tiempo.

Respuesta. Sea y1[n] la respuesta a x, [n]=Xx[n—n,]. Entonces
yl[n]=nx[n—n0]
Pero
y[n—-n,]=(n—ng)x[n—ny]=y,[n]

y el sistema varia con el tiempo

El sistema de este ejemplo representa uno cuya ganancia varia con el tiempo. Si, digamos, el valor de
la entrada es igual a 1, no podemos determinar el valor de la salida sin conocer el instante en que se
aplico la excitacion. Continuando con esta idea, considere la sefial de entrada x [n]=38[n]; ésta

produce una salida igual a cero {n8[n]:0}. Sin embargo, la entrada x,[n]=56[n—-1] produce la

salida y,[n]=nd[n—-1]=58[n—1]. Asi que, mientras que X2[n] es una version desplazada de x1[n], la

respuesta y,[n] no es una version desplazada de y;[n]. Lo que se quiere sefialar con esto es que para
demostrar si un sistema cumple con la condicion (1.106) o la (1.107), s6lo basta con encontrar un

ejemplo, y sélo uno, que indique lo contrario
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1.10.7 Sistemas Lineales

Un sistema lineal, en tiempo continuo o discreto, es aquél que posee la importante propiedad de la
superposicion. Para esta clase de sistemas, si una entrada consiste de la suma ponderada de varias
sefales, entonces la salida es la superposicion — es decir, la suma ponderada — de las respuestas del
sistema a cada una de esas sefiales. En forma més precisa, en tiempo continuo, si yi(t) es la respuesta a
la entrada xy(t), y y2(t) es la respuesta a X,(t), entonces el sistema es lineal si

1. Larespuestaa x, (t)+Xx, (t) esy, (t)+y, (t).Propiedad de aditividad.
2. Larespuesta a ax, (t) es ay, (t), donde o es cualquier constante. Propiedad de homogeneidad o
de escalamiento.

Las dos propiedades que definen un sistema lineal pueden combinarse en una sola expresion:

Tiempo continuo:  ax (t)+Bx, (t) — ay, (t)+By, (1) (1.111)
Tiempo discreto:  ax, [n]+Bx, [n] — ay, [n]+By,[n] (1.112)
donde o y B son constantes. Adicionalmente, es muy sencillo demostrar a partir de la definicion de
linealidad que si x, [n], k=1, 2, ..., forman un conjunto de entradas a un sistema lineal de tiempo
discreto con salidas correspondientes vy, [n], k=1, 2, ..., entonces la respuesta a una combinacion
lineal de estas entradas,
x[n]=> o, % [n] (1.113)
k
es
y[nl=> o,y [n] (1.114)
k

Este hecho, de mucha importancia en el anélisis de sistemas lineales, se conoce como la propiedad de
superposicion, y se cumple para sistemas tanto de tiempo continuo como discreto.

Una consecuencia directa de la propiedad de superposicion es que, para sistemas lineales, una entrada
que es cero para todo el tiempo resulta en una salida que también es igual a cero para todo el tiempo
(propiedad de homogeneidad).

Ejemplo 23. Un sistema tiene la relacion de entrada-salida
y=x
Demuestre que el sistema es no-lineal.

Solucion: Tenemos que
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X —> y1:X12
X, = y2=X§

y, por lo tanto,
X X, = (X X)) =X +2XX, +X =X +X

Asi que el sistema es no-lineal.

Ejemplo 24. Considere un sistema cuya relacion de entrada-salida esta dada por

y(t) =tx(t)
Entonces,
x (1) =y () =tx (1)
X, (1) =y, (1) =tx, (1)
y Si

X; (1) =ax, (1) +bx, ()
donde a y b son constantes arbitrarias, entonces, para la entrada x, (t) se obtiene

tx, (t)=atx (t)+btx, (t)
=‘Slyl(t)"‘byz (t)

y el sistema es lineal

Ejemplo 25. Considere el sistema cuya relacion de entrada-salida esta dada por la ecuacién lineal
y=ax+h

donde a y b son constantes. Si b = 0, el sistema es no-lineal porque x = 0 implica que y = b # 0
(propiedad de homogeneidad). Si b = 0, el sistema es lineal.

Puede parecer sorprendente que el sistema en el ejemplo anterior no sea lineal puesto que su ecuacion
de definicion, y = ax + b, es una linea recta. Por otra parte, como se muestra en la Fig. 1.43, la salida de
este sistema puede representarse como la suma de la salida de un sistema lineal y otra sefial igual a la
respuesta de entrada cero del sistema. Para el sistema del ejemplo, el sistema lineal es

y = ax

Yo(t) =b

Hay grandes clases de sistemas que pueden representarse como en la Fig. 1.43 y para los cuales la
salida completa del sistema consiste de la superposicion de la respuesta de un sistema lineal y una
respuesta de entrada cero. Estos sistemas corresponden a la clase de sistemas lineales incrementales, es

y la respuesta de entrada cero es
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decir, sistemas que responden linealmente a cambios en la entrada. Dicho de otra forma, la diferencia
entre las respuestas a dos entradas cualesquiera a un sistema lineal incremental es una funcidn lineal de
la diferencia entre las dos entradas.

/Lyo(t)
X(t) Sistema _ _

lineal % >y

Figura 1.43. Sistema lineal incremental.

1.11 Interconexién de Sistemas

Una idea que se usara a través del texto es el concepto de la interconexion de sistemas. Muchos
sistemas reales son conformados como interconexiones de varios subsistemas; un ejemplo es un
sistema de audio, el cual involucra la interconexion de un radio receptor, un reproductor de discos
compactos o un grabador con un amplificador y una o mas bocinas. Considerando tales sistemas como
una interconexion de sus componentes, podemos usar nuestros conocimientos de los componentes y de
su interconexion para analizar la operacion y conducta del sistema completo. Adicionalmente, al
describir un sistema en funcion de una interconexion de subsistemas mas sencillos, podemos de hecho
definir formas Utiles para sintetizar sistemas complejos a partir de bloques de construccion basicos méas
simples.

Aun cuando se puede construir una gran variedad de interconexiones de sistemas, hay varias formas
basicas que se encuentran con mucha frecuencia. Una interconexion en serie 0 en cascada de dos
sistemas se ilustra en la Fig. 1.44a. Esta clase de diagramas se conoce como diagramas de bloques.
Aqui, la salida del sistema 1 es la entrada al sistema 2. Un ejemplo de una interconexién en serie es un
receptor de radio conectado a un amplificador. En la misma forma se puede definir una interconexion
en serie de tres 0 mas sistemas.

En la Fig. 1.44b se ilustra una interconexion en paralelo de dos sistemas. Aqui, la sefial de entrada se
aplica simultdneamente a los sistemas 1 y 2. El simbolo @ en la figura denota la operacion de adicion,
asi que la salida de la interconexion en paralelo es la suma de la salida de los sistemas 1 y 2. Un
ejemplo de esta interconexién es un sistema de audio sencillo, en el cual varios micréfonos alimentan
un solo amplificador. Adicionalmente a la interconexion en paralelo sencilla de la Fig. 1.44b, podemos
definir la interconexién en paralelo de mas de dos sistemas y podemos combinar interconexiones en
cascada y en paralelo para obtener interconexiones mas complicadas. Un ejemplo es este tipo de
interconexion se ilustra en la Fig. 1.44c.

Otro tipo importante de interconexion de sistemas es la llamada interconexion de realimentacion; un
ejemplo de ella se muestra en la Fig. 1.45. Aqui, la salida del sistema 1 es la entrada al sistema 2,
mientras que la salida del sistema 2 es realimentada y sumada a la entrada externa para producir la
entrada efectiva al sistema 1.
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Salida

»| Sistema 1
—>
Entrada
»| Sistema 2
(a
i (b)
o Sistema1 | | Sistemaz | 329
Entrad ! . .
— O—>»{ Sistema4 | Salida
y
»| Sistema 3
()
Figura 1.44. Interconexiones.
Entrada Salida
2D T o -
AW » Sistema 1 >
7'y
Sistema 2 |«

Figura 1.45. Sistema realimentado.
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\ il(t)

iz(t)l
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il(t)l N
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Capacitor
t

Los sistemas realimentados surgen en una gran variedad de aplicaciones. Por ejemplo, el sistema de
control de la velocidad de crucero de un automdvil mide la velocidad del vehiculo y ajusta el flujo de
combustible para mantener la velocidad en el nivel deseado. También, los circuitos eléctricos a menudo
son considerados como si tuviesen interconexiones realimentadas. Como un ejemplo, considere el
circuito mostrado en la Fig. 1.46a. Como se indica en la Fig. 1.46b, este sistema puede analizarse
considerandolo como la interconexion realimentada de los elementos del circuito.

v(t)

v(t):é Jil(t)d

—00

Figura 1.46

Resistor

ip(t) v

R

(b)
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Problemas

Las siguientes desigualdades se usan con frecuencia en estas notas. Demuestre su validez.
_ 1-a
N-1
n , o=l (b) o' =——, |a|<1
@ Y a"={1-q Z 219!
n=0 N, a=1
Ng (Xno ng +1
c o' = , o=l
(©) Z -
1.2. Halle el menor periodo positivo T de las siguientes sefiales:
2mt 2mt 2nnt 2nnt
cosnt, sennt, cos—, sen—, COS , sen
K K k k
1.3. Bosqueje las sefiales siguientes:
(@ sent,
(b) sen2mt+2sen6mt,
T
-, -n<t<O0
© x(t)=1 4 y x(t+2m)=x(t)
-, O<t<m
4

(d) x(t)=expt, —-n<t<m, y x(t+2m)=x(t)

1.4. Demuestre que si x(t) es periddica con periodo T, entonces también es periddica con
periodonT,n=2,3, ....

1.5. Sixy(t) y x2(t) tienen periodo T, demuestre que x3(t) = ax(t) +bx,(t) (a, b constantes) tiene
el mismo periodo T.

1.6. ¢Son periddicas las sefiales siguientes? Si lo son, determine sus periodos.
(8) x(t)=senZit+2sen®rt
(b) x(t)=4exp(j2:t)+3exp(j3t)

1.7. Sea x(t) una sefial periédica con periodo fundamental T. Determine cuales de las siguientes
sefiales son periodicas y halle sus periodos fundamentales:

(@ vy (t)=x(2t) (b) x(t)=cos’t
© v, (t)=x(t/2) (d) x[n]=ell-=l

nn?
(e) x[n]=cos(?J
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1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

54

mn TN mn
(f) x[n]= cos(T] +sen [?j — 2003[7]

Si x(t) es una sefial periodica en t con periodo T, demuestre que x(at), a > 0, es una sefial
periodica en t con periodo T/a, y que x(t/b), b > 0, es una sefial periddica en t con periodo
bT. Verifique estos resultados para x(t) =sent, a=b=2.

Demuestre que si x[n] es periddica con periodo N, entonces se cumple que

n+N n+N

@ Sxikl= 3 xIK] 0 Y xkl= 3 k]

k=n, k=ny+N

Determine si las siguientes sefiales son sefiales de potencia o de energia o de ninguno de los
dos tipos. Justifique sus respuestas.

(@ x(t)=A[u(t—a)-u(t+a)] (b) r(t)—-r(t-1)
(c) x(t)=exp(-at)u(t), a>0 (d) x(t)=tu(t)
(e) x(t)=u(t) (f x(t)=Aexp(bt), b>0

Para una sefial de energia x(t) con energia E,, demuestre que la energia de cualquiera de las
sefiales —x(t), x(-t) y x(t — T) es Ex. Demuestre también que la energia de x(at) y de
x(at—b) es Eu/a. ;Cual es el efecto sobre la energia de la sefial si se multiplica por una
constante a?

Para la sefial x(t) dada como

t, -1<t<O0
x(t) =11, 1<t<?2
0, otros valores det

grafique y halle expresiones analiticas para las siguientes funciones:

@ x(t-2) (b) x(3-t)
(c) x(2t-4) (d) x(-5+13)
Repita el Problema 1.11 para la sefal
1, -1<t<0
X(t) =< exp(-t) t>0
0 otros valores de t

Para la sefial de tiempo discreto mostrada en la Fig. P1.14, dibuje cada una de las sefiales
siguientes:

(@ x[2-n] (b) x[3n-4]
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© x[2n+1] (d) x[—”—”ﬂ

(€) Xp[n] (f) xi[n]
(9) x[2—n]+x[3n—-4]

Figura P1.14
1.15. Grafique las siguientes sefiales:
@ x (t)=r(t)-r(t-1)-u(t-2) (b) x;(t)=exp(-t)u(t)
(€) x,(t)=2u(t)+5(t—1) (d) x,(t)=u(t)u(a—t), a>0
(€) % (t)=u(cost) M % (O)x(t+3)

t 1
(g)Xl{—gﬂLEanQ—t)
1.16. (a) Demuestre que
1
X, (t):z[x(t)+x(—t)]

es una sefal par.

(b) Demuestre que

1

X (t) = [x(®)~x(-1)]
2

es una sefial impar.
1.17. Determine las partes par e impar de las sefiales siguientes:
(8) x(t)=u()
(b) X[n] — e](QOrHTt/Z)

(©) x[n]=3[n]

1.18. Determine y grafique las partes par e impar de las sefiales mostradas en la Fig. P1.18.
Identifique sus graficas cuidadosamente.
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xt)=-2t t<o AX®

Figura P1.18

1.19. Sea x[n] una secuencia arbitraria con partes par e impar denotadas por X,[n] y xi[n],
respectivamente. Demuestre que

> ¥[n]= > x2[n]+ > % [n]
1.20. Considere el transmisor FM estéreo sencillo mostrado en la Fig. P1.20.
(@) Grafique la sefial (1 + D) e (1 — D).
(b) Si las salidas de los dos sumadores se afiaden, dibuje la forma de onda resultante.

(c) Si la sefial 1 — D se invierte y se suma a la sefial 1 + D, dibuje la forma de onda
resultante.

1
Sefial de audio N >
izquierda Amplificador Sumador ——— 1+D
—>
»{ Sumador f———p I-D
o
Sefial de audio N R
derecha Amplificador o 7| Inversor

D()

Figura P1.20

1.21. Para cada una de las sefiales mostradas en la Fig. P1.21, escriba una expresion en términos
de funciones escalon y rampa unitarios.
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1.23.

1.24.
1.25.
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xa(t) Xa(t) X3(t)

0 a t 0 a b t _a-b -a 0 a a+b t

X4(t) Xs(t) Xe(t)

Figura P1.21

Sea x[n] una secuencia arbitraria con partes par e impar denotadas por x,[n] y x[n],
respectivamente. Demuestre que

ixz[n]z ixf, [n]+ ixf[n]

Si la duracion de x(t) se define como el tiempo en el cual x(t) cae a 1/e del valor en el
origen, determine la duracion de las siguientes sefiales:

(@ x (t)=Aexp(-t/T)u(t)

(b) x, (t)=x(3t)

(©) % (t)=x(t/2)

Demuestre las siguientes identidades: (a) td'(t)=-5(t); (b) &'(t)=-58"(-t).

Verifique si alguna de las expresiones siguientes puede usarse como un modelo matematico
de una funcion delta.

@ p.O=lim |- exp[—ij

e 2¢?

) 2¢
(b) p,(t)= “m?

£—>0 4n

© p(t)=lim>

-0 T t? g2

(@) P, ()=limexp(—e|t |)



© b0 =tip= "

1.26. Simplifique las expresiones siguiente:

@ (Se”tj ® b) (“’”5)8( o)
© [e cos(3t—609)]5(t) (d) [Wja(t—z)

© ( ]6(w+1> 0 (Se” k‘”js«»)
+ ()]

1.27. Evalue las integrales siguientes:

@) Cf(t+l)8(t—l)dt

—00

(b) ﬂ(EHsentj S(t—ﬁjdt
2 4

—00

(©) ( costu(t—1)o(t)dt

—00

(d) ?exp(St) §'(t)dt

—00

/2

e Jtsen[zj d(m—t)dt

0

(f) ftsen (t/2)8(n—t)dt

1.28. La probabilidad de que una variable aleatoria x sea menor que a se determina integrando la
funcién de densidad de probabilidades f(x) para obtener

P(x<a)= ]ﬁ f (x)dx

—00

Dado que
f(x)=0.28(x+2)+0.35(x)+0.25(x—1)+0.1[ u(x—3)—u(x—6)]
determine
(a) P(x<3)



1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.
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(b) P(x<15)
(c) P(x<4)

Grafique la primera y segunda derivadas de las sefiales siguientes:
(@) x(t)=t,0<t<1,yx(t)es periddica con periodo 2.
(b) x(t) = u(t) — u(t — 2) y x(t) es periddica con periodo 4.
t, O0<t<1
() x(t)=<1, 1<t<2
0, otros valores de t

Dé un ejemplo de un sistema lineal variable en el tiempo tal que con una entrada periodica
la salida correspondiente no es periddica.

Considere el sistema de tiempo continuo cuya relacion de entrada-salida es
y(t):Zakx(t—kT) la|<1
k=0
Calcule la salida y(t) correspondiente a la entrada x(t) =exp( jwt) . ¢ES este sistema lineal?

Si x(t) y y(t) denotan la entrada y la salida de un sistema, respectivamente, diga si los
siguientes sistemas son lineales 0 no, causales o no, variables en el tiempo o no, tienen
memoria 0 no. Justifique su respuesta.

d
@ y(t)=tx(t) () yInl=>[n] © vy ="
@ yIn]=nx[n] © y(O)= [ x()dr M y©=x(t-a)
d
(9) y(t)=cosx(t) (h) y(t)=x(t)cost (i) ydit)+ay(t)=bx(t)
q t+T/2 ©
0 L var =b 0 y=1 [ x@dr 0 yO=DxO3t-KT)

t-T/2

Demuestre que un sistema que tiene como respuesta la magnitud de su excitacién es no
lineal, estable, causal y no invertible.

Para los sistemas descritos por las ecuaciones que se dan a continuacién, donde la entrada
es x(t) y la salida es y(t), determine cuéles de ellos son invertibles y cuales no lo son. Para
los sistemas invertibles, halle la relacion de entrada salida del sistema inverso.

t

@ y@)= '[ X(t)dt (b) y(t)=x"(t), nunentero

—00

(c) y(t)=x(3t-6) (d) y(t)=cos[x(t)]



CAPITULO DOS

SISTEMAS LINEALES E INVARIANTES
EN EL TIEMPO

2.1 Introduccién

En este capitulo se introducen y discuten varias propiedades béasicas de los sistemas. Dos de ellas, la
linealidad y la invariabilidad en el tiempo, son atributos muy importantes y juegan un papel
fundamental en el analisis de sefiales y sistemas porque muchos procesos fisicos poseen estas
propiedades y por ello pueden ser modelados como sistemas lineales e invariantes en el tiempo
(sistemas LIT) y porque esos sistemas LIT pueden ser analizados con bastante detalle. Los objetivos
primordiales de este texto son desarrollar la comprension de las propiedades y herramientas para
analizar sefiales y sistemas LIT y proporcionar una introduccion a varias de las aplicaciones
importantes en las que se usan estas herramientas. En este capitulo comenzamos este desarrollo
derivando y examinando una representacion fundamental y extremadamente Gtil de los sistemas LIT e
introduciendo una clase importante de tales sistemas.

Una de las principales razones para lo amigable que resulta el analisis de los sistemas LIT es el hecho
de cumplir con la propiedad de superposicion. Por ello, si la entrada x(t) a un sistema LIT de tiempo
continuo consiste de una combinacién lineal de sefales,

(1) =2, (1) +a,%, (1) +a;%; (1) +-- (2.1)
entonces, por la propiedad de superposicion, la salida esta dada por
y(©) =ay, (t)+a,y, (t)+a,y, () +-- (2.2)

donde y(t) es la respuesta del sistema a la excitacion x(t), k = 1, 2, .... En consecuencia, si podemos
representar la entrada a un sistema LIT en funcion de un conjunto de sefiales basicas, podemos
entonces usar la superposicion para calcular la salida del sistema en funcion de sus respuestas a estas
sefiales bésicas.

Como veremos en la préxima seccion, una de las caracteristicas importantes del impulso unitario,
tanto en tiempo continuo como discreto, es que puede usarse para representar sefiales muy generales.
Este hecho, unido a las propiedades de superposicion e invariabilidad en el tiempo, nos permitira
desarrollar una caracterizacién completa de cualquier sistema LIT en términos de su respuesta a un
impulso unitario. Esta representacion, a la cual se le refiere como la suma de convolucion en tiempo
discreto y como la integral de convolucién en tiempo continuo, proporciona gran facilidad analitica al
tratar sistemas LIT. Posteriormente se discutira la especificacion de las relaciones de entrada-salida de
sistemas LIT mediante ecuaciones diferenciales y ecuaciones de diferencias.
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2.2 Sistemas LIT en Tiempo Discreto
2.2.1 La Representacion de Sefales en Tiempo Discreto Mediante Impulsos Unitarios

La idea clave para visualizar como se puede usar la funcion impulso unitario para construir cualquier
sefial de tiempo discreto es considerar a ésta como una sucesion de impulsos individuales. Para ver
cOdmo esta imagen puede convertirse en una representacion matematica, considere la sefial en tiempo
discreto x[n] mostrada en la Fig. 2.1a. En las otras partes de la figura se muestran cinco secuencias de
impulsos unitarios escalados y desplazados en el tiempo, donde el escalamiento de cada impulso es
igual al valor de x[n] en el instante especifico en que ocurre la muestra. Por ejemplo,

x[-1], n=-1

x[-1]3[n +1}={ 0. ne_1

x[0], n=0

x[1], n=1

x[1]6[n—1}={ 0. nel

Por lo tanto, la suma de las tres secuencias en la figura, es decir,
x[-2]8[n+ 2]+ X[-1]8[n+1]+ x[n]3[n] (2.3)
es igual a x[n] para —2<n<0. En forma més general, incluyendo impulsos escalados adicionales,
podemos escribir que
X[n]=---+X[-3]0[n+3}+ x[-2]3[n+2}+ x[-1] 5[ n+1] + X[ 0] B[ n]

+X[1]8[n—1] +--- 24

xInl x[-218In + 21
| I_z_l 1 I o ;
41101234ln 3|1012n

(@) (b)
x[-118In + 11 x[015In1
4-3 2-1 0 12 n 4-3 2-10 12 n

(© (d)

Figura 2.1
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Para cualquier valor de n, solamente uno de los téerminos en el lado derecho de la Ec. (2.4) es diferente
de cero y la ponderacién en ese término es precisamente x[n]. Escribiendo esta suma en una forma més
compacta, se obtiene

x[n]=ix[k]6[n—k] (2.5)

Esta corresponde a la representacion de una secuencia arbitraria como una combinacion lineal de
impulsos unitarios desplazados, 8[n — k], donde los pesos en esta combinacion son los valores x[K].
Como un ejemplo, considere la secuencia x[n] = u[n], la secuencia escalén unitario. En este caso, u[K]
=Oparak<Oyu[k]=1parak > 0y laEc. (2.5) se convierte en

ufn] ZES[n—k]

la cual es idéntica a la expresion derivada en la Sec. 1.9.8 [ver la Ec. (1.81)].

La Ec. (2.5) se conoce como la propiedad de seleccion del impulso unitario de tiempo discreto.
Como la secuencia d[n — k] es diferente de cero solamente cuando n = k, la sumatoria en el lado
derecho de la Ec. (2.5) “selecciona” a través de la secuencia de valores X[n] y preserva solo el valor
correspondiente a k=n.

2.3 Sistemas LIT Discretos: La Suma de Convolucién

Considere un sistema lineal en tiempo discreto y una entrada arbitraria x[n] a ese sistema. Como vimos
en la Sec. 2.2, cualquier sefial arbitraria x[n] puede expresarse como una combinacién lineal de
muestras desplazadas en la forma de la Ec. (2.5), la cual repetimos aqui por conveniencia,;

o0

x[n]= Y x[k]8[n-k]
k=—o0
Usando la propiedad de superposicién de los sistemas lineales [Ecs. (1.109) y (1.110)], se deduce que
la salida y[n] puede expresarse como una combinacion lineal de las respuestas del sistema cuando la
excitacion estd constituida por muestras unitarias desplazadas en el tiempo. Especificamente, si
denotamos por hg[n] la respuesta de un sistema lineal a la muestra unitaria desplazada 3[n — K],
entonces la respuesta del sistema a una entrada arbitraria x[n] puede expresarse como

o0

y[nl= > x[klh[n] (26)
k=—o0

De acuerdo con la Ec. (2.6), si conocemos la respuesta de un sistema lineal al conjunto de muestras
unitarias desplazadas, entonces podemos construir la respuesta a una entrada arbitraria. Una
interpretacion de la Ec. (2.6) se ilustra en la Fig. 2.2. En la Fig. 2.2a se dibuja una sefial particular
x[n], la cual es diferente de cero solamente para n = -1, 0 y 1. Esta sefial se aplica a la entrada de un
sistema lineal cuyas respuestas a las sefiales 6[n + 1], 8[n ] y d[n — 1] se muestran en la Fig. 2.2b.
Como x[n] puede escribirse como una combinacion lineal de 5[n + 1], 5[n ]y 6[n — 1], el principio de
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superposicion nos permite escribir la respuesta a x[n] como una combinacion lineal de las respuestas a
los impulsos individuales desplazados. Los impulsos individuales desplazados y escalonados que
conforman a x[n] se ilustran en el lado izquierdo de la Fig. 2.2c, mientras que las respuestas a estas
sefiales componentes se dibujan en el lado derecho.

x[n]

h_y[n] to[n] ]

(@)

Figura 2.2
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Finalmente, en la Fig. 2.2d se muestra la entrada real x[n], la cual es la suma de sus componentes en
la Fig. 2.2c y la salida real y[n], la cual, por superposicion, es la suma de sus componentes en la Fig.
2.2c. Por consiguiente, la respuesta en el tiempo de un sistema lineal es simplemente la superposicion
de las respuestas debidas a cada valor sucesivo de la entrada.

En general, por supuesto, las respuestas h [n] no tienen que estar relacionadas entre ellas para
diferentes valores de k. No obstante, si el sistema también es invariable en el tiempo, entonces

h,[n]=h, [n—k] 2.7)

Especificamente, como 3[n — k] es una version desplazada de d[n], la respuesta hy[n] es una réplica
desplazada en el tiempo de ho[n]. Por conveniencia en la notacion, no se usaré el subindice en ho[n] y
se definiré la respuesta al impulso (muestra) unitario h[n] como

h[n]=h,[n] (2.8)

(es decir, 3[n] — h[n]). Entonces, para un sistema LIT, la Ec. (2.6) se convierte en

0

y[n]=x[n]*h[n]= > x[kIh[n—K] (2.9)

k=—w0

Este Gltimo resultado se conoce como la suma de convolucion o suma de superposicion y la
operacion en el lado derecho de la Ec. (2.9) se conoce como la convolucion de las secuencias x[n] y
h[n] y que se representard simbolicamente por y[n]=x[n]*h[n]. Observe que la Ec. (2.9) expresa la

respuesta de un sistema LIT a una entrada arbitraria en funcion de su respuesta al impulso unitario. En
éste y en los proximos capitulos se desarrollaran algunas de las implicaciones de esta observacion.

hlk] hin -k]
0 k 0 n
@ ®) ¢
x[k]
0 k
(©
Figura 2.3

La interpretacion de la Ec. (2.9) es que la respuesta debida a la entrada x[k] en el instante k es
x[k]h[n—k], y ésta es sencillamente una version desplazada y escalada de h[n]. La respuesta real es la
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superposicion de todas estas respuestas. Para cualquier instante fijo n, la salida y[n] consiste de la suma
para todos los valores de k de los numeros x[k]h[n—k]. Como se ilustra en la Fig. 2.3, esta
interpretacion es una forna util de visualizar el calculo de la respuesta usando la suma de convolucion.
Especificamente, considere el calculo de la respuesta para algun valor especifico de n. Observe que h[n
— k] se obtuvo mediante una reflexion en torno al origen seguida por un desplazamiento en el tiempo.
En la Fig. 2.3a se muestra h[k] y en la Fig. 2.3b se muestra h[n — k] como una funcién de k con n fija.
En la Fig. 2.3c se ilustra x[K]. La salida para este valor especifico de n se calcula entonces ponderando
cada valor de x[k] pora el valor correspondiente de h[n — k] y luego sumando estos productos. El
proceso se ilustrard mediante ejemplos.

Ejemplo 1. Consideremos una entrada x[n] y la respuesta al impulso unitario h[n] dadas por

x[n]=a"u[n]
h[n]=u[n]

donde0<a < 1.

KK = ulK]

111 OO 11 e

0 1 k 0 n
(d) (e)x[k]=a’u[k]
h[n -k]
n<o0

Figura 2.4
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En la Fig. 2.4 se muestran h[k], h[-k] y h[1 = K], es decir, h[n — k] paran =0, -1y h[n—k] para
cualquier valor positivo arbitrario de n. Finalmente, x[k] se ilustra en la Fig. 2.4g. En la figura se
observa que para n < 0 no hay solapamiento entre los puntos que no son iguales a cero en x[k] y h[n —
k]. Por ello, para n <0, x[kK]h[n — k] = 0 para todos los valores de k y, en consecuencia, y[n] = 0 para
n<0.Paran >0, x[K]h[n — k] esta dada por
af, 0<k<n

0, otros valores de n

x[k]h[n—k]:{

Entonces, paran >0,

Hﬂ=ji¢
k=0

El resultado se grafica en la Fig. 2.5.

1
1-a

Figura 2.5

Ejemplo 2. Considere ahora las dos secuencias x[n] y h[n] dadas por

1, 0<n<4
X[n]=
0, otros valores de n

a", 0<n<6
h[n]=
0, otros valores de n

Estas sefiales se muestran en la Fig. 2.6. Para calcular la convolucién de las dos sefiales, conviene
considerar cinco intervalos separados para n. Esto se ilustra en la Fig. 2.7.

B 1

L 4 L a4
2-101 n 2-10

r

Figura 2.6
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Intervalo 1. Para n < 0 no hay solapamiento entre las porciones diferentes de cero de x[k] y h[n—Kk]
y, por lo tanto, y[n] = 0.

Intervalo 2. Para 0 <n <4, el producto x[k]h[n—k] est& dado por

o"*, 0<k<n

0, otros valores de k

ﬂkﬂﬂn—k]:{

Por lo que en este intervalo, se tiene

yIn=Y

Intervalo 3. Paran >4 peron—6 <0 (es decir, 4 <n < 6), Xx[K]h[n — K] esta dada por

n-k <k <
X[K]h[n—k]=1 & + Osk=4
0, otros valores de k

Asi que en este intervalo,
4
yInl=> o
k=0

Intervalo 4. Paran > 6 peron—6 <4 (es decir, para6 <n <10),

n—-k . <l <
x[k]h[n—k]= a"™, (n-6)<k<4
0, otros valores de k
de modo que
4
y[n]= > o™

k=n-6

Intervalo 5. Para (n — 6) < 4 o, equivalentemente, n > 10, no hay solapamiento entre las porciones
diferentes de cero de x[k] y h[n — K] y, por tanto,

y[n]=0

El resultado grafico de la convolucidn se muestra en la Fig. 2.7.

y[n]

Figura 2.7
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Estos dos ejemplos ilustran la utilidad de interpretar graficamente el calculo de la suma de
convolucion. En el resto de esta seccion examinaremos varias propiedades importantes de la
convolucion que serdn de mucha utilidad en diferentes ocasiones.

Ejemplo 3. Sean

x[n]=a"u[n] y h[n]=p"u[n]
Entonces

yIn1= Y “ulkIp™ uln—K]

Comou[k]=0parak<0yu[n — k] =0 para k > n, podemos escribir la sumatoria como

yInl=) a'B™* =p" > (ap™)"
Claramente, y[n] =0sin<0.

Paran >0, si a = 3, tenemos
y[n]=p" > (1) =(n+1)p"

Si o # B, la sumatoria puede escribirse en forma compacta usando la formula

a_nl _ an2 +1

da =2 axl (2.10)

- 1-a
Suponiendo que af ™ #1, entonces podemos escribir

1_ (aB_l )n+l ~ 0Ln+1 _Bn+1

y[n]=p L ap?  ap

Como un caso especial de este ejemplo, sea o = 1, de modo que x[n] representa a la funcion escalon
unitario. La respuesta al escalon para este sistema se obtiene haciendo a = 1 en la Gltima expresion para

y[n] yes
l_Bm—l
1-B

Observe que el Ejemplo 1 es un caso especial de esta relacion.

y[n]=

Resumiendo, se tiene entonces que la suma de convolucion estd compuesta de cuatro operaciones
bésicas:
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Tomar la imagen especular de h[k] sobre el eje vertical a través del origen para obtener h[—K].

2. Desplazar h[n] en una cantidad igual al valor de n, en donde la secuencia de salida se evalla para
calcular h[n — K].

Multiplicar la secuencia desplazada h[n — K] por la secuencia de entrada x[K].
4. Sumar la secuencia de valores resultantes para obtener el valor de la convolucion en n.
5. Los pasos 1 a 4 se repiten conforme n varia de —oo a +oo para producir toda la salida h[n].

Existe otro algoritmo que se puede usar para evaluar convoluciones discretas (este método es
especialmente Util para secuencias finitas). Suponga que se desea determinar la convolucion de x[n] y
h[n], en donde

h[n]= (%)n’ n=0
0, n<0
y
x[n]={3, 2,1}

Se puede construir una matriz donde h[n] se localice en la parte superior de la matriz y x[n] ocupe la
parte izquierda de la misma, como se indica en la Fig. 2.8. En este caso, la matriz es infinita porque
h[n] es infinita. Los valores dentro de la matriz se obtienen multiplicando los encabezados
correspondientes a la fila y a la columna. Para calcular la convolucién de las dos secuencias, basta con
“girar y sumar” siguiendo las lineas diagonales punteadas. Asi, por ejemplo, el primer término y[0] es
igual a 3. El segundo término, y[1], es igual a 2 + 3/2 = 7/2, que es la suma de los términos contenidos
entre la primera y la segunda diagonal. Procediendo en esta forma, se obtiene la secuencia de salida

7 11 1 11, 11
y[n]= {3 uau, z_k}
En el caso de secuencias bilaterales, el término de orden cero correspondiente a la salida se localiza

entre las diagonales en las cuales se encuentra el término correspondiente a la interseccion de los
indices de orden cero para las secuencias de las filas y columnas.

h[n]

\4

Figura 2.8
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Ejemplo 4. Se desea determinar la convolucion de la muestra unitaria d[n] con una secuencia arbitraria
x[n]. De la Ec. (2.9), el n-ésimo término de la secuencia resultante sera

yin1= 3 x[kI8[n—K]

Sin embargo, cada término de 8[n — k] es cero excepto cuando n = k. En este caso se tiene que
3[0]=1, por lo que el unico término que es diferente de cero en la sumatoria aparece cuando n=k Yy,

en consecuencia,
y[n]=x[n]
En otras palabras, la convolucion de x[n] y 8[n] reproduce la secuencia x[n].

Ejemplo 5. Determinar la convolucidn de las secuencias x[n] y h[n], donde

a", n>0
x[n]=
{0, n<0

h[n]:{b’ n>0
0, n<0

Solucién: La secuencia resultante, y[n], esta dada por
y[nl= > x[kIh[n-k]=> x[k]h[n-K]
k=—o0 k=0

Los limites en la Gltima sumatoria se deben a que x[n] = 0 paran <0y h[n] = 0 para k > n. En
consecuencia,

0, n<o0
yInI=1 < ppnn
a‘b"™, n=0

Ejemplo 6. Determinar, empleando la suma de convolucion, la salida del circuito digital de la Fig. 2.9,
correspondiente a la secuencia de entrada x[n] :{ 3 -1 3} . Suponga que la ganancia G es igual a 1/2.

Solucion: La ecuacién que describe al sistema se puede obtener igualando la salida del sumador y[n]
con las dos entradas, es decir,

y[n]=3y[n-1]+x[n] (2.11)
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Xn o R vl
> > >
A
Ganancia | Unidad de |
Gy[n—-1] G - retardo
Figura 2.9

La Ec. (2.11) es un ejemplo de una ecuacién en diferencias. Se supone que el sistema esta inicialmente
en reposo, de modo que y[-1] = 0. Para emplear la suma de convolucion, primero se debe calcular la
funcion de respuesta al impulso h[n]. Un método para obtener dicha respuesta es emplear la ecuacion
en diferencias y determinar la salida en forma iterativa. De la Ec. (2.11) se tiene que

h{0}=5[0]+1h[-1]=1+0=1

h[1]=58[1]+h [0]]=0+%><1:%

NP

h[2]=58[2]+1h[1]=0+1x1=

h[n]=8[n]+<h[n-1]=(%)

La funcion de respuesta al impulso es entonces
1 n
h[n]:{(E) , nz0

y la salida estara dada por
y[n]={3 -1 3}*{(%)”}, n>0

Una forma sencilla de calcular esta convolucién es emplear la matriz con el método de “gira y suma”,
como se ilustra en la Fig. 2.10. De esta figura se obtiene la secuencia de salida como

yim={33 5% 5 2]

Este método iterativo tiene la desventaja de que no siempre es posible reconocer la forma del término
general. En esos casos, la solucion para h[n] no se obtiene en una forma cerrada, como en este ejemplo,
y puede no ser una solucion aceptable.
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hin]
>
1 % ¥ % Ao -
/// /’/ ,’/// //’
3|38 ..~ % Y /gl Hs
- 7 - -7
d s 7 7
-7 ,’/ ,”
x[n] | -1 [-1 o -4 - - e -% - Hs
///, - - /////
\ 3 3 //// % /’// %, % %6
Figura 2.10

2.3.1 Propiedades de la Suma de Convolucion

La Ec. (2.9) define la convolucion de las dos secuencias x[n] y h[n]:

o0

y[n]=x[n]*h[n]="> x[k]h[n—k] (2.12)

k=—x0

La primera propiedad basica de la suma de convolucién es que es una operacion conmutativa, es
decir,

x[n]*h[n]=h[n]*x[n] (2.13)

Esto se demuestra en una forma directa mediante una sustitucion de variables en la Ec. (2.12).
Haciendo m=n-k, la Ec. (2.12) se convierte en

o0 0

x[n]*h[n]= > x[klh[n-k]= > x[n—m]h[m]=h[n]*x[n]

k=—00 m=—0

De acuerdo con esta ultima ecuacion, la salida de un sistema LIT con entrada x[n] y respuesta al
impulso h[n] es idéntica a la salida de un sistema LIT con entrada h[n] y respuesta al impulso x[n].

Una segunda propiedad util de la convolucién es que es asociativa, es decir,
{x[n]*h [n]}*h,[n]=x[n]*{h[n]*h,[n]} (2.14)

Para demostrar esta propiedad, sean x[n]=h [n]= f,[n]y h[n]*h,[n]=f,[n]. Entonces

o0

f,[n]= > x[kIh[n—K]

k=—o0
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{x[n]*h,[n]}*h,[n]= > £, [m]n, [n—m]

:i[ix[k]hl[m—k]}hz[n—m]

k=—o0

Sustituyendo r = m — k e intercambiando el orden de las sumatorias, tenemos

{x[n]*h,[n]}<h, [n]= ix[k][imr]m[n—k—r]}

k=—o0 r=—o0

y ahora, puesto que

LInl= > h[r1h [n-r]

r=—o0

tenemos
f,In—kI=>_h[rlh,[n—k-r]
k=—o0

y, por lo tanto,

o0

{x[n]*h,[n]}*h, [n]= D" x[k]f,[n—K]

k=—o00

=x[n]* f,[n]=x[n]*{h [n]*h, [n]}

La interpretacion de la propiedad asociativa se indica en las Figs. 2.11a y b. Los sistemas mostrados
en estos diagramas de bloques son sistemas LIT cuyas respuestas al impulso son las indicadas.

En la Fig. 2.11a,
y[n]=w[n]=h,[n]

={x[n]*h.[n]}*h,[n]
SN 1 e ) Q1 N Y 11 Y (13 o (1 B
(a) (b)
L N TS L N I BN T LS
(c) (d)

Figura 2.11
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En la Fig. 2.11b,
y[n]=x[n]*h[n]
=x[n]#{ h[n]*h,[n]}

Segln la propiedad asociativa, la interconexién en cascada de los dos sistemas en la Fig. 2.11a es
equivalente al sistema unico en la Fig. 2.11b. También, como una consecuencia de la propiedad
asociativa en conjunto con la propiedad conmutativa, la respuesta completa al escalén de sistemas LIT
en cascada es independiente del orden en el cual los sistemas estan conectados (Figs. 2.11c y d).

Una tercera propiedad de la convolucién es la distributiva con respecto a la suma, es decir,
x[n]#{ h[n]+h,[n]} =x[n]*h [n]+x[n]=h, [n] (2.15)
la cual se verifica facilmente usando la propiedad de linealidad de la suma.

De nuevo, esta propiedad tiene una interpretacion atil. Considere los dos sistemas LIT en paralelo
mostrados en la Fig. 2.12a. Los dos sistemas h1[n] y h,[n] tienen entradas idénticas y sus salidas se
suman.

Como

y:[n]=x[n]*h [n]

y,[n]=x[n]*h,[n]
la salida del sistema de la Fig. 2.12a es
y[n]=x[n]*h [n]+x[n]*h, [n]]
que corresponde al lado derecho de la Ec. (2.15). La salida del sistema de la Fig. 2.12b es
y[nl=x[n]*{h[n]+h,[n]}

lo que corresponde al lado izquierdo de la Ec. (2.15). En consecuencia, por la propiedad distributiva de
la convolucion, una combinacion en paralelo de sistemas LIT puede ser reemplazada por un solo
sistema LIT cuya respuesta al impulso es la suma de las respuestas al impulso individuales de la
combinacion en paralelo.

yaln]

Y

hy[n]

Y
xini 69 yinl x[n] hy[n] + hy[n] yin]

A

Y

ha[n]

ya[nl
(a) (b)

Figura 2.12



76

Ejemplo 7. Considere el sistema mostrado en la Fig. 2.13 con
h,[n]=38[n]-as[n-1]
h,[n]=(3)" uln]
h,[n]=a"u[n]
h,[n]=(n-1)uln]
h,[n]=38[n]+nu[n-1]+5[n—-2]

hy[n]

] O—

hs[n]

—>1 hin]

Y
Y

h,[n]

Figura 2.13

De la figura esta claro que

h[n]=h [n]=*h, [n]*h; [n]+{hs[n]—h,[n]}
Para evaluar h[n], calculamos primero la convolucion h [n]*h,[n]

h[n]#h,[n]={8[n]-ad[n-1] } *a"u[n]
=a"u[n]-a"u[n-1]=38[n]
También,
h.[n]-h,[n]=8[n]+nu[n-1]+8[n—-2]-(n—-1)u[n]
=93[n]+d8[n—-2]+u[n]

de modo que

h[n]=38[n]*h,[n]*{8[n]+8[n—2]+u[n] }

=h,[n]+h,[n-2]+s,[n]

donde s; representa la respuesta al escalon correspondiente a h,[n]; En consecuencia, tenemos que

hin]=(2)" uln]+(2) uln-21+>(3)

Usando la Ec. (2.10), este resultado puede escribirse como
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h[n]=(%)"?u[n—2]+2u[n]

2.3.2 Respuesta al Escalon

La respuesta al escalon s[n] de un sistema LIT de tiempo discreto cuya respuesta al impulso es h[n]
se obtiene rapidamente a partir de la Ec. (2.9) como

s[n]:h[n]*u[n]:ih[k]u[n—k]zZn:h[k] (2.16)

k=—o0
puesto que u[k — n] =0 para k > n. De la Ec. (2.16) tenemos que
h[n]=s[n]-s[n-1] (2.17)

2.4 Sistemas de Tiempo Continuo: La Integral de Convolucion

En el dominio del tiempo, un sistema lineal se describe en términos de su respuesta al impulso, la cual
se define como la respuesta del sistema (con cero condiciones iniciales) a una funcidon impulso
unitario o funcion delta 8(t) aplicada a la entrada del sistema. Si el sistema es invariable en el tiempo,
entonces la forma de la respuesta al impulso es la misma sin importar cuando se aplica el impulso
unitario al sistema. Asi pues, suponiendo que la funcién impulso unitario se aplica en el instante t = 0,
podemos denotar la respuesta al impulso de un sistema LIT por h(t). Suponga que el sistema esta
sometido a una excitacién arbitraria x(t). Entonces. igual a como se hizo en la seccion precedente, el
objetivo de ésta es obtener una caracterizacion completa de sistemas LIT de tiempo continuo en
funcion de la respuesta al impulso. Por la Ec. (1.51) sabemos que

x(t):Tx(r)S(t—r)dr (2.18)

La respuesta al impulso h(t) de un sistema LIT de tiempo continuo (representado por J3) se define
como la respuesta del sistema cuando la entrada es 5(t), es decir,

h(t) =3{5(t)} (2.19)

Puesto que el sistema es lineal, la respuesta y(t) del sistema a una excitacion arbitraria x(t) puede ser
expresada como

y (1) =S{ x(t) }=S{].i X(T)S(t—r)dr}

0

- j x (1) 3{8(t—1)}dr (2.20)

—00

Como el sistema no varia con el tiempo, entonces
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h(t-1)=3{8(t—1)} (2.21)
y sustituyendo la Ec. (2.21) en la Ec. (2.20), se obtiene

ya):Tx(ﬂh(tuﬂdr (2.22)

La Ec. (2.22) indica que un sistema LIT de tiempo continuo est4d completamente caracterizado por su
respuesta al impulso h(t) y se conoce como la integral de convolucion o la integral de superposicion y
es la contraparte de la Ec. (2.9) para la convolucién en tiempo discreto. Tenemos entonces el resultado
fundamental que la salida de cualquier sistema LIT de tiempo continuo es la convolucién de la entrada
X(t) con la respuesta al impulso h(t) del sistema. La respuesta a cualquier entrada x(t) puede calcularse
usando la integral de la Ec. (2.22). La Fig. 2.14 ilustra esta definicion.

La convolucion de dos sefiales x(t) y h(t) se representara simbdlicamente por
y(t) =x(t)*h(t) (2.23)

8(t) Sistema h(®
X(t) T 1y = hey

Figura 2.14

2.4.1 Propiedades de la Integral de Convolucion

La convolucién en tiempo continuo satisface las mismas propiedades ya discutidas para la
convolucion de tiempo discreto. En particular, es conmutativa, asociativa y distributiva:

Conmutativa:

x(t)*h(t)=h(t)*x(t) (2.24)
Asociativa:
{X(t)*hy (1) fxh, (1) =x(t)*{ h () *h, (1) | (2.25)
Distributiva:
X (t)*{ hy () +h, (1) }=x(t)*h, (1) +x(t) *h, (1) (2.26)

Estas propiedades tienen las mismas implicaciones que las discutidas para la convolucion en tiempo
discreto. Como una consecuencia de la propiedad conmutativa, los papeles de la sefial de entrada y de
la respuesta al impulso son intercambiables. Por la propiedad asociativa, una combinacion en cascada
de sistemas LIT puede agruparse en un solo sistema cuya respuesta al impulso es la convolucion de las
respuestas al impulso individuales. También, la respuesta al impulso total no es afectada por el orden
que tienen los sistemas en la conexion en cascada. Finalmente, como un resultado de la propiedad
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distributiva, una combinacion en paralelo de sistemas LIT es equivalente a un solo sistema cuya
respuesta al impulso es la suma de las respuestas al impulso individuales en la combinacién en
paralelo.

2.4.2 Evaluacion de la Integral de Convolucién

La convolucién es una operacion integral que puede evaluarse analitica, grafica o0 numéricamente.
Aplicando la propiedad de conmutatividad de la convolucidn, Ec. (2.24), a la Ec., se obtiene

y(t)=h(t)*x(t):]Eh(r)x(t—r)dr (2.27)

la cual en algunos casos puede ser mas facil de evaluar que la Ec. (2.22). De esta Ultima ecuacion
observamos que el calculo de la integral de convolucién involucra los cuatro pasos siguientes:

1. La respuesta al impulso h(t) es invertida en el tiempo (es decir, reflejada con respecto al
origen) para obtener h(—t) y luego desplazada por t para formar h(t — t), la cual es una
funcién de t con parametro t.

2. Las sefial x(t) y la respuesta al impulso h(t — t) se multiplican para todos los valores de t con t
fijo en algun valor.

3. El producto x(t) h(t — 1) es integrado en t para producir un solo valor de salida y(t).
4. Los pasos 1 a 3 se repiten conforme t varia desde —oo hasta oo para producir toda la salida y (t).

Tenga siempre presente que al evaluar la integral, x(t) y h(t — t) son funciones de t y no de t; t es una
constante con respecto a .

Ejemplo 8. La entrada x(t) y la respuesta al impulso h(t) de un sistema LIT de tiempo continuo estan
dadas por

x(t)=u(t) h(t)=e*u(t), >0
Calcule la salida y(t).
Solucion: Por la Ec. (2.22)

y(t):Tx(r)h(t—r)dr

Las funciones x(t) y h(t—1) se muestran en la Fig. 2.15 parat<0yt>0.

De la figura vemos que parat <0, x(t) y h(t—t) no se solapan, mientras que para t > 0, se solapan
desde t=0 hasta T=t. En consecuencia, parat<0, y(t) =0. Parat > 0, tenemos

t t

= e forde=L(1-e)

o
0 0
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y podemos escribir la salida y(t) como
1
y(t)=—(1-e“)u(t) (2.28)
o

x(1) h(x)

0 T T
h(t-1)
1
_/ t<0 >0
t 0 T T
Figura 2.15

Ejemplo 9. Calcule la respuesta y(t) para un sistema LIT de tiempo continuo cuya respuesta al impulso
h(t) y la entrada x(t) estan dadas por

h(t)=e *u(t) x(t)=e“u(-t), a>0
Solucion: Por la Ec. (2.22)

y(t)=jfx(r)h(t—r)dr
Asi que,
y(t) = Te“‘u(—r)e‘““‘”u(t—r)dr

Las funciones x(t) y h(t — t) se muestran en la Fig. 2.16a parat<0yt>0.

De la Fig. 2.16a vemos que parat < 0, x(t) y h(t — 1) se solapan desde t = —o0 hasta T = t, mientras que
parat > 0, se solapan desde t = — hasta Tt = 0. En consecuencia, parat < 0, tenemos

t

t
1
Y(t) — J‘earefa(tf'r)d,t:efat J‘eZath:_ea’(
L4 20,

—00

y parat>0,

0

0
1
Y(t)z J‘eatefa(tf'c)dr:efat Iezatdt: eftxt
L 2a

—00
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x(7)
_/l
0 T
h(t—1) y(t)
""" 1
_A -
t 0 T
h(t—1) 0 t
1
t>0 (b)
—
0 t T
(€Y
Figura 2.16

Combinando las dos Ultimas relaciones, y(t) se puede escribir como
1
yt)y=—e"", a>0
2a

Este resultado se muestra en la Fig. 2.16b.

Ejemplo 10. EvalGe la convolucion y(t) = x(t)*h(t), donde x(t) y h(t) se muestran en la Fig. 2.17,
mediante una técnica analitica.

X h()

01 2 3 t 0 1 2 t
Figura 2.17

Solucion: Primero expresamos X(t) y h(t) como funciones del escalon unitario:
X(t)=u(t)-u(t—-3) h(t)=u(t)-u(t-2)

Entonces, por la Ec. (2.22), tenemos que

y(t):Ix(r)h(t—r)dr
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T[u(r)—u(r—3)][u(t—r)—u(t—r—2)]dt

[e¢) [e¢)

Iu(r)u(t—r)dr —ju(t)u(t—Z—r)dt

—00 —00

—]Eu(r—S)u(t—T)dH]ou(r—3)u(t—2—1)dt

—00 —00

Puesto que

1, O<t<t,t>0
0, otrosvaloresde t

u(r)u(t—r)z{

1, O<t<t, t>2
0, otrosvaloresde t

u(r)u(t—2—r):{

1, 3<t<t, t>3
0, otrosvaloresde t

u(t—3)u(t—r)={

1, 3<t<t-2,t>5
0, otrosvaloresde t

u(r—3)u(t—2—t)={

podemos expresar a y(t) como

y(t) =Udr}u(t)—{Tdr}u(t—Z)—Udr}u(t—@+{Tdr}u(t—5)

—tu(t)—(t—2)u(t—2)—(t—3)u(t—3)+(t—5)u(t5)

la cual se grafica en la Fig. 2.18.

S -su-5)

\ ! ! \ I
0 1 2. 3.4 5 t

-1 (t—2)u(t— 2) \\(t —-3u(t-3)

Figura 2.18

Intente resolver este ejemplo mediante la técnica grafica usada en el Ejemplo 9.
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Ejemplo 11, Si xy(t) y X»(t) son ambas sefiales periddicas con un periodo comin T, la convolucién de
X1(t) ¥ X2(t) no converge. En este caso, definimos la convolucion periodica de x;(t) y X2(t) como

F(D) =% (D@, ()= [ % ()%, (t-1)de (2.29)

(@) Demuestre que f(t) es periddica con periodo Ty.
(b) Demuestre que

a+Ty

f(t)= j x (1) %, (t—7)dt (2.30)

para cualquier a.
Solucion:
(@) Como x(t) es periddica con periodo T, tenemos que
X, (t+T, —1) =X, (t—1)

Entonces, de la Ec. (2.29) tenemos

f(t+T0)=fxl(r)x2 (t+T, —1)dt

T

:le(t)xz (t—t)dr=f (1)

0
Asi pues, f(t) es periddica con periodo To.

(b) Puesto que ambas xi(t) y X»(t) son periodicas con el mismo periodo Ty, X1(t)X2(t — 1) es periddica
con periodo Tg y entonces, igual que toda funcion periddica x(t) con periodo T tiene la propiedad de
que

a+T

]x(t)dt: j X (t)dt

a

y para cualquier a real, se tiene que

a+Ty

f(t)=jle(1c)x2 (t—t)dr= J. X, (1) %, (t)dz

a

2.4.3 Respuesta al Escaldon

Otra sefial que se usa con frecuencia para describir el comportamiento de sistemas LIT de tiempo
continuo es la funcién escalén unitario. La respuesta al escalon s(t) de un sistema LIT de tiempo
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continuo (representado por J) se define como la respuesta del sistema cuando la entrada es u(t); es
decir,

s(t)=3{u(t)} (2.31)

En muchas aplicaciones, la respuesta al escalon s(t) también es una caracterizacion util del sistema y
por ello es importante relacionarla con la respuesta al impulso. La respuesta al escalén se puede
determinar facilmente a partir de la integral de convolucion, Ec. (2.22):

s(t):h(t)*u(t):Th(r)u(t—r)drzjh(r)dr (2.32)

Asi gue la respuesta al escalon s(t) puede obtenerse por integracion de la respuesta al impulso h(t).
Diferenciando la Ec. (2.32) con respecto a t, se obtiene

ds(t)
dt
Esta ecuacion es la contraparte de la Ec. (2.17) en tiempo discreto.

h(t)=s'(t) = (2.33)

2.5 Propiedades de los Sistemas LIT

En las secciones anteriores se desarrollaron representaciones muy importantes para los sistemas LIT de
tiempo discreto y de tiempo continuo. Esta representacion en tiempo discreto toma la forma de la suma
de convolucion, mientras que su contraparte en tiempo continuo es la integral de convolucién. En esta
seccion usamos la caracterizacion de sistemas LIT en funcion de sus respuestas al impulso para
examinar otras propiedades de los sistemas.

2.5.1 Sistemas LIT Con y Sin Memoria

Recuerde que la salida y(t) de un sistema sin memoria en un instante dado depende solamente de la
entrada y(t) en ese mismo instante. Esta relacion sélo puede ser de la forma

y(t) =K x(t) (2.34)

donde K es una constante (ganancia del sistema). Por ello, la respuesta al impulso correspondiente h(t)
es simplemente

h(t)=K3(t) (2.35)
En consecuencia, si h(t,) =0 parato = 0, el sistema LIT de tiempo continuo tiene memoria.
Para sistemas LIT de tiempo discreto sin memoria, la relacion equivalente a la Ec. (2.34) es
y[n]=Kx[n] (2.36)
donde K es una constante (ganancia del sistema) y la respuesta al impulso correspondiente h[n] es
h[n]=K3[n] (2.37)
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Por lo tanto, si h[ng] # 0 para ng # 0, el sistema LIT de tiempo discreto tiene memoria.
2.5.2 Causalidad

Como ya se estudié en el Cap. 1, un sistema causal no responde a un evento en su entrada hasta que
este evento efectivamente ocurra; en otras palabras, la respuesta de un sistema causal depende
solamente de los valores presente y pasados de la excitacion. Usando la suma y la integral de
convolucion, podemos relacionar esta propiedad con la propiedad correspondiente de la respuesta al
impulso de un sistema LIT de tiempo discreto o de tiempo continuo. Especificamente, para que un
sistema LIT de tiempo discreto sea causal, su salida y[n] no debe depender de la entrada x[k] para
k >n. De la ecuacion para la suma de convolucion

y[nl= > x[klh[n-k]

se deduce que éste sera el caso si
h[n]=0 para n<0 (2.38)

y, aplicando esta condicion, la suma de convolucion se convierte en
y[nl= > x[kIh[n-k]=> h[kIx [n-k] (2.39)
k=—o0 k=0

La segunda sumatoria en el lado derecho de la Ec. (2.39) muestra que los Unicos valores de x[n] usados
para evaluar la salida y[n] son aquellos para k < n.

Se dice entonces que cualquier secuencia x[n] es causal si
x[n]=0, n<O0 (2.40)
y se llama anticausal si
x[n]=0, n>0 (2.41)

Entonces, cuando la entrada x[n] es causal, la salida y[n] de un sistema LIT de tiempo discreto esta
dada por

y[n]= > h[kIx[n-k]=> x[k]h [n—k] (2.42)

Para que un sistema LIT de tiempo continuo sea causal se debe cumplir que la respuesta al impulso
cumpla con la condicion

h(t)=0, t<0 (2.43)

y, en este caso, la integral de convolucion se convierte en

t

y(t):Th(r)x(t—r)dr:Ix(r)h(t—r)dr (2.44)

—00
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Por la condicion de causalidad, Ec. (2.43), cualquier sefial x(t) es causal si
x(t)=0, t<O0 (2.45)

y se llama anticausal si
x(t)=0, t>0 (2.46)

Entonces, cuando la entrada x(t) es causal, la salida y(t) de un sistema LIT causal de tiempo continuo
esta dada por

y(t)=Ih(r)x(t—r)dr=Ix(r)h(t—r)dr (2.47)

Ejemplo 11. Considere un sistema LIT de tiempo continuo descrito por
t+T/2

1
y(== j x(t)dt (2.48)

t-T/2
(@) Determine y dibuje la respuesta al impulso h(t) del sistema.
(b) ¢Es causal este sistema?
Solucion:
(a) LaEc. (2.44) puede escribirse como

y(t)=% j x(r)olr—T1 j x(t)dx (2.49)

Ahora bien,

t—t,

x(t)*u(t—t0)=]:x(r)u(t—r—to)dr= j x(t)dt

—00

por lo que la Ec. (2.49) puede expresarse como

1 T) 1 T
Y(t):;X(t)*U(HEj—?x(t)*u(t—Ej

:x(t)*%[u(H%j—u(t—gﬂz x(t)=h(t)

1
1 T T L ct<—
h(t)z—[U(H—j—u[t——H: T T2 (2.50)
T 2 2
0, otros valores de t

y obtenemos
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h(t)

-T2 0 T2 t

Figura 2.19

(c) De laEc. (2.50) o de la Fig. 2.19 vemos que h(t) =0 para t <0. En consecuencia, el sistema no
es causal.

Ejemplo 12. Considere un sistema LIT de tiempo discreto cuya entrada x[n] y salida y[n] estan
relacionadas por la ecuacién

n

y[nl=> 2" x[k +1]

k=—o0
Determine si el sistema es causal.
Solucién: Por definicion, la respuesta al impulso h[n] del sistema esta dada por

hinl=> 2" 5[k +1]= D 2 "™ 5[k +1]=2"" > 5[k +1]
k=—00 k=—o0 k=—00

Cambiando la variable k + 1 = m, obtenemos

n+1
h[n]=2""" > s[m]=2""Y u[n+1]
k

=—0

En esta Ultima ecuacién tenemos que h[-1]=u[0]=1=0 Yy, por lo tanto, el sistema no es causal.

2.5.3 Estabilidad

Recuerde de la Seccion 1.10.5 que, para nuestros propdsitos, un sistema es estable si pequefias
excitaciones producen respuestas que no divergen (no aumentan sin limite); o dicho de otra forma, el
sistema es estable si toda entrada acotada produce una salida acotada. Para determinar las condiciones
bajo las cuales un sistema LIT de tiempo discreto es estable, considere una excitacion x[n] acotada en
magnitud, es decir,

|x[n]|<p  paratodan

donde B es una constante (finita). Si aplicamos esta excitacion a un sistema LIT cuya respuesta al
impulso unitario es h[n], la suma de convolucidn nos daré una réplica para la magnitud de la respuesta:
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o0

< > |h[K]||x [n K| (2.51)

k=—o0

ly[nl|=

ih[k]x[n—k]

Pero | x[n—K] | <3 para todos los valores de k y n, por lo que esta condicion y la Ec. (2.51) implican
que

|y[n]|sﬁi|h[k]| para toda n (2.52)

De la relacion (2.52) se puede concluir que si la respuesta al impulso es absolutamente sumable, es
decir, si

0

Y InIk]| < oo (2.53)
k=—o0
entonces y[n] esta acotada en magnitud y, en consecuencia, el sistema es estable. Por consiguiente, la
Ec. (2.53) es una condicién suficiente para garantizar la estabilidad de un sistema LIT de tiempo
discreto. De hecho, esta condicidn también es necesaria, ya que si ella no se cumple, existirian entradas
acotadas cuyas salidas no estarian acotadas.

Siguiendo un procedimiento similar para los sistemas LIT de tiempo continuo, se obtiene que el
sistema es estable si su respuesta al impulso, h(t) es absolutamente integrable, vale decir,

T|h(t) |dt < oo (2.54)

—00

Ejemplo 13. Considere un sistema LIT de tiempo discreto cuya respuesta al impulso h[n] esta dada por
h[n]=a"u[n]

Determine si el sistema es estable.

Solucién: Tenemos que

o0 00 o0

o Inikl| =Y |aulk]]=> ] af :ﬁ, la|<1

k=—00 k=—o0 k=0

Por lo tanto, el sistema es estable si | a|<1.

Ejemplo 14. Para el acumulador en tiempo discreto, su respuesta al impulso es el escaldn unitario u[n].
Este sistema es inestable porque

00

Z|U[k]|—)oo

k=—o0

Es decir, la respuesta al impulso del sumador no es absolutamente sumable. Para el integrador,
contraparte en tiempo continuo del acumulador, se obtiene una relacion similar:
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o0

j|u(r)|dr=fdr_>oo

—00

por lo que ambos sistemas son inestables.

2.5.4 Invertibilidad

Considere un sistema LIT de tiempo continuo cuya respuesta al impulso es h(t). Como ya vimos, este
sistema es invertible solamente si existe un sistema inverso que, al ser conectado en serie (cascada) con
el sistema original, produce una respuesta igual a la entrada al primer sistema. También, si un sistema
LIT es invertible, entonces tiene un inverso. Esta cualidad se ilustra en la Fig. 2.20. En la Fig. 2.20a, el
sistema original tiene una respuesta al impulso h(t) y su respuesta a una entrada x(t) es y(t). El sistema
inverso, con respuesta al impulso hy(t), produce una salida que es igual a w(t) = x(t), lo que indica que
la interconexion en la Fig. 2.20a produce el sistema identidad de la Fig. 2.20b.

X(t) —> h() hi () —— W(t) = x(t)

Y

@)

Sistema identidad

(b)

Figura 2.20

La respuesta del sistema combinado en la Fig. 2.20a es h(t)*h, (t) vy, por ello, para que hy(t) sea la
respuesta al impulso del sistema inverso debe satisfacer la condicion

h(t)=*h, (t) =5(t) (2.55)

En tiempo discreto, la respuesta al impulso h;[n] del sistema inverso de un sistema LIT cuya respuesta
al impulso es h[n] debe cumplir con una condicion similar a la dada por la Ec. (2.55) y ella es

h[n]+h[n]=8[n] (2.56)

Ejemplo 15. Considere un sistema LIT cuya respuesta al impulso es
h[n]=u[n] (2.57)

La respuesta de este sistema a una entrada arbitraria x[n] es

y[nl= > x[klu[n-k]
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Puesto que u[n—k]=0 paran -k > 0, esta Gltima ecuacion se puede escribir como

y[nl= > x[k] (2.58)
k=—o0
Es decir, el sistema es un sumador. Esta ecuacion se puede escribir como
n-1
yInl= " x[k]+x[nl=yln-1]+xIn]
k=—00

x[n]=y[n]-y[n-1]
Este sistema es invertible y su inverso esta dado por
y[n]=x[n]-x[n-1] (2.59)
Tomando x[n] = 6[n], la respuesta al impulso del sistema inverso es
h [n]=8[n]-8[n-1] (2.60)
Mediante célculo directo, se obtiene
h[n]*h [n]=uln]*{8[n]-8[n-1]}
=u[n]*3[n]—u[n]*8[n—-1]=u[n]—-u[n-1]
=3[n]

lo que verifica que los sistemas especificados por las Ecs. (2.57) y (2.59) son inversos.

2.6 Funciones Propias de Sistemas LIT de Tiempo Continuo

Sea y(t) la salida de un sistema LIT de tiempo continuo cuando la entrada es x(t)=e", donde s es una
variable compleja. Entonces

S{ e“}: y(t) (2.61)

en la cual 3 representa la accion del sistema. Puesto que el sistema no varia con el tiempo, tenemos
que

S{es(”“” } =y(t+t,)
para cualquier to real y arbitrario. Como el sistema es lineal, se tiene también que
S{ gs(t+h) } :S{ este } =e®3{etf=ePy(t)
Por lo tanto,
y(t+t)=e*y(t)

Haciendo t = 0, obtenemos
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y(t,)=y(0) e® (2.62)

Puesto que to es arbitrario, cambiando tp a t, podemos reescribir la Ec. (2.62) como

y(t)=y(0) e* =xe"

3{e"f=ne” (2.63)
En lenguaje matematico, una funcion x(-) que satisface la ecuacion
I{x() f=ax(:) (2.64)

se denomina una funcion propia (o funcion caracteristica) del operador 3, y la constante A se llama un
valor propio (o valor caracteristico) correspondiente a la funcion propia x(-).

Si ahora hacemos x(t) =e* en la integral de convolucion, hallamos que
y(t) :S{eSt}: J. h(‘l?) es(t—r)dr :|:J. h(T)eSIdT:lest

=H(s)e" =re” (2.65)

donde

K=H(s):Th(r)e‘S‘dr (2.66)

Es decir, el valor propio de un sistema LIT de tiempo continuo asociado con la funcion propia e* esta
dado por H(s), la cual es una constante compleja cuyo valor es determinado por el valor de s dado por
la Ec. (2.66). Observe en la Ec. (2.64) que y(0) = H(s).

2.7 Funciones Propias de Sistemas LIT de Tiempo Discreto

Para sistemas LIT de tiempo discreto representados por 3, las funciones propias son las exponenciales
complejas z", donde z es una variable compleja. Es decir,

{2} =12 (2.67)

Siguiendo un procedimiento similar al de la Seccion 2.6 para sistemas LIT de tiempo continuo, se
determina que, para una entrada x[n]=z", la respuesta y[n] esta dada por

y[n]=H(z)z" =A2" (2.68)
donde
A=H(z)= zm:h[k]z‘k (2.69)

Asi que los valores propios de un sistema LIT de tiempo discreto asociados con las funciones propias

z" estan dados por H(z), la cual es una constante compleja cuyo valor lo determina el valor de z usando
la Ec. (2.69).



92

Ejemplo 16. Considere el sistema LIT de tiempo continuo descrito por la relacion

t+T/2

y (1) =% j x(t)dt (2.70)

t-T/2
Se quiere determinar el valor propio del sistema correspondiente a la funcién propia e* .

Solucion: Sustituyendo el valor x(t)=¢€* en la Ec. (2.70), se obtiene

t+T/2 eSt
ty=— J' edr=— (/2 _g 572
y () T sT ( )
t-T/2

:kest

y el valor propio correspondiente a e* es

1 S -
X:S_T(eT/z —e T/Z)

2.8 Sistemas Descritos por Ecuaciones Diferenciales

Considere el circuito RC mostrado en la Fig. 2.21. Este circuito puede considerarse como un sistema de
tiempo continuo cuya entrada x(t) es igual a la fuente de corriente i(t) y cuya salida y(t) es igual al
voltaje en el capacitor.

SR
T YO =vc(t)

X(t) = i(t) Q

N
Py
AAAY
O

Figura2.21

La relacidn entre la entrada y la salida es descrita por la ecuacion diferencial

dy(t) 1
C——+—=y(t)=x(t 2.71
ot Ry() (t) (2.71)
En general, la respuesta de muchos sistemas fisicos puede describirse mediante una ecuacién

diferencial. En esta seccion solamente trataremos sistemas lineales descritos por ecuaciones
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diferenciales con coeficientes constantes, su realizacion o simulacién usando sumadores,
multiplicadores e integradores y demostraremos cOmo se determina la respuesta al impulso de sistemas
LIT.

2.8.1 Ecuaciones Diferenciales Lineales con Coeficientes Constantes

La forma general de una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes de N-ésimo orden esta
dada por

ﬁ: WU f}ﬁ““” 2.72)

k=0 k=0

donde los coeficientes a;, i = 1,2, ... ,Nyb;, j=1,2,, ..., M, son constantes reales. El orden N se
refiere a la mayor derivada de y(t) en la Ec. (2.72). Estas ecuaciones juegan un papel primordial en la
descripcion de las relaciones de entrada-salida de una amplia variedad de sistemas fisicos. Por ejemplo,
en el circuito RC de la Fig. 2.21, la entrada y la salida estan relacionadas por una ecuacion diferencial
de primer orden con coeficientes constantes, Ec. (2.71).

La solucién general de la Ec. (2.72) para una entrada especifica x(t) esta dada por
y(t)=y, (t)+y, (1) (2.73)

donde y,(t) es una solucion particular que satisface la Ec. (2.71) y yn(t) es una solucion homogénea (o
solucién complementaria) que satisface la ecuacion diferencial homogénea

NoodMy (t
a Yy (1)

=0 (2.74)
k=0 dt"

La forma exacta de y(t) se determina mediante los valores de N condiciones auxiliares especificadas en
algin punto en el tiempo, digamos, to:

y(to) Yt YN () (2.75)

Ejemplo 17. Como un ejemplo, considérese la ecuacion diferencial de primer orden
dy(t)
dt

donde a y b son constantes arbitrarias y x(t) es una funcién continua de t. Multiplicando ambos lados
de la ecuacion por e, se tiene que

dy(t
e :;t()zae‘

=ay(t)+bx(t) (2.76)

Ly (t)+be *x(t)

o también

e—at d y(t) _

“Ay(t) =be ®x(t
pm y(t) (1)
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la cual puede escribirse en la forma

%[e‘aty(t)]:be‘a‘x(t)

e integrando desde t, hasta t,

t
e-a‘y(t)\; :Ibe‘a’x(r)dt
ty

t
ety (t)—e " y(t, ) =Ibe“’“x(r)dr

f

Despejando a y(t) en la ecuacion anterior se obtiene

t
y(t)=e®y(t, )+ jbea(t’”x(r)dr

f

y cuando tp =0,

t
v () =eaty(0)+jbea<‘*>x(r)dr
0

En la Ec. (2.77), la parte correspondiente a la solucion homogénea [x(t) = 0] es

y, () =€y (t)

(2.77)

(2.78)

2.8.2 Linealidad

El sistema especificado por la Ec. (2.72) es lineal solamente si todas las condiciones auxiliares son
idénticamente iguales a cero (¢por qué?). Si no lo son, entonces la respuesta y(t) de un sistema puede

expresarse como
Y (1) = Yene () + Yeee (1)

(2.79)

donde yenc(t) se denomina la respuesta de entrada cero y es la respuesta a las condiciones auxiliares;
Yesc(t) Se llama la respuesta de estado cero, y es la respuesta del sistema cuando las condiciones
iniciales son iguales a cero. Esto se ilustra en la Fig. 2.22 (ver Sec. 1.10.7).

yenc(t)
1 yesc(t) *
Sistema N 3
XO—> Tl > > y(t)

Figura 2.22
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2.8.3 Causalidad

Para que el sistema lineal descrito por la Ec. (2.72) sea causal debemos suponer que el sistema esta
inicialmente en reposo. Es decir, si x(t) = 0 para t < to, entonces suponemos que y(t) =0 para t <t,. En
consecuencia, la respuesta para t > t, puede determinarse a partir de la Ec. (2.72) con las condiciones
iniciales

dy(t) d"y(t)
y(t)|t=t0 =7 —ee=— 7Y

dt |, dt"™

=0
t=t

Claramente, si el sistema esta en reposo inicial, Yenc(t) = 0.

2.8.4 Invariabilidad en el Tiempo

Para que un sistema lineal sea causal, el estado de reposo inicial también implica que el sistema no
varia con el tiempo. Esto se ilustrara mejor mediante un ejemplo.

Ejemplo 18. Considere el sistema cuya entrada x(t) y salida y(t) estan relacionadas por la ecuacion
diferencial

dy (t)
dt

donde a es una constante y y(0) = 0. Sea yi(t) la respuesta a una entrada Xy (t) y xi(t) = 0 para t<0.
Entonces

+ay(t)=x(t)

dy, (t)
dt

+ay, (t)=x(t) (2.80)

y;(0)=0
Ahora, sea y(t) la respuesta a la entrada desplazada x, (t) =X, (t—t). Puesto que x,(t) = 0 para t <0,
tenemos que
X, (t)=0, t<=z
Entonces y,(t) debe satisfacer la relacién

dy, (t)
dt

+ay, (t) =x, (t) (2.81)

y,(t)=0 (2.82)
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Ahora bien, de la Ec. (2.80) se tiene que

dy, (t-1)
dt

Si hacemos v, (t) =y, (t—1), entonces, puesto que y, (0) =0, se obtiene
Y, (1)=Yy, (t-1)=y,(0)=0
Por lo tanto, se satisfacen las Ecs. (2.81) y (2.82) y se concluye que el sistema no varia con el tiempo.

vay, (t-1)=% (t-1)=%(7)

2.8.5 Respuesta al Impulso

De la discusion sobre la integral de convolucion se sabe que si conocemos la respuesta de un sistema a
un impulso unitario, podemos determinar la respuesta del sistema a una entrada arbitraria. La respuesta
al impulso de un sistema puede determinarse a partir de la ecuacion diferencial que describe al sistema,

Ec. (2.72). Ella, h(t), se definié como la respuesta y(t) cuando x(t) = 6(t) y y(t)=0, —o<t<0, es
decir, la respuesta al impulso satisface la ecuacion diferencial

ZN: dh(t) ibk S(t) (2.83)

k=0

con el sistema inicialmente en reposo.

Ahora estudiaremos un método para determinar la respuesta h(t) de un sistema LIT de tiempo
continuo. Para ilustrar una forma de determinar la respuesta al impulso, considere un sistema definido
por la ecuacion diferencial

LLy (t)F=x(t) (2.84)
donde £ es el operador definido por
L=4a —n - dr — +ali+ao (2.85)
“dt " tdtmt
La respuesta s(t) al escalon unitario de la Ec. (2.83) se puede calcular a partir de la ecuacion
1, t>0
L{s(t)}={o, o

con las condiciones iniciales apropiadas. Entonces, la respuesta al impulso, h(t), se puede obtener a
partir de

»” )_ds(t)

Un método mas poderoso se basa en el conocimiento de las soluciones homogéneas de la Ec. (2.84).
Para desarrollar este método, supongase que se tiene un sistema de segundo orden de la forma
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d
£{y(t)}=(D* +a,D+a,){y(t)}=x(t), D= (2.86)
Si se supone que el sistema esta inicialmente en reposo, las condiciones iniciales seran
0)=0
y,( ) (2.87)
y'(0)=0

Entonces, si la funcion de respuesta al impulso es h(t), la salida y(t) estard dada por la integral de
convolucion; es decir,

t

y () =Ix(r)h(t—r)dr (2.88)

0

Las Ecs. (2.86) y (2.88) representan dos métodos de calculo de la respuesta de salida y(t). Empleando
ambas ecuaciones como punto de partida, considérense las condiciones impuestas por las Ecs. (2.86) y
(2.87) a la funcion de respuesta al impulso. Diferenciando la Ec. (2.88) con respecto a t, se tiene que

y'()=h(t-t)x(v)|_, +Ih’(t—r)x(r)dr

=h(0)x(t)+jh'(t—r)x(r)dr (2.89)

Las condiciones en la Ec. (2.87) requieren que y'(0) = 0, lo que implica que h(0) = 0 en la Ec. (2.89).
Diferenciando de nuevo, se obtiene

y”(t):h’(O)x(t)+Ih”(t—r)x(r)dr (2.90)

Las Ecs. (2.88), (2.89) y (2.90) son expresiones para y(t), y'(t) y y”"(t). Consideremos ahora el
resultado de la suma y”(t)+a,y’(t)+a,y(t) . Este es

h’(O)x(t)+Ih”(t—r)x(r)dr+a1Ih'(t—r)x(r)dr+aoIh(t—r)x(r)dr
0 0 0 (2.91)

- h'(O)x(t)+J-[ h"(t—t)+ah’(t-1)+ah(t-1) ]x(r)dt

0

Se observa que si
(@ h'(0)=1 (2.92)

(b) I[h"(t—r)+a1h’(t—r)+a0h(t—t)]x(r)dr:O (2.93)



98

entonces la Ec. (2.88) serd una solucion de la Ec. (2.86). La Ec. (2.93) implica que el integrando del
primer miembro en la integral del lado derecho de la Ec. (2.91) es igual a cero, puesto que si x(t)=0 se

obtiene la solucion trivial. Si x(t) = 0, entonces el término entre corchetes es cero; es decir,

h"(t—1)+ah’(t—1)+a,h(t—1) =0

h"(t)+ah’(t)+a,h(t)=0 (2.94)
ya que el sistema no varia con el tiempo.

La Ec. (2.94) es la ecuacion diferencial homogénea original. Asi que la respuesta al impulso puede
obtenerse calculando las soluciones homogéneas de la ecuacion diferencial original sujeta a las
condiciones iniciales

h(0)=0
0) (2.95)
h'(0)=1
Ejemplo 19. Considere el sistema representado por la ecuacion diferencial
y"(t)+y(t) =x(t) (2.96)

La solucién homogénea de (2.96) es
h(t)=(c sent+c, cost)u(t)
con condiciones iniciales
h(0)=0, h'(0)=1
Por lo tanto,
h(0)=0=c,
h'(0)=1=c,
Yy, en consecuencia, la respuesta al impulso del sistema modelado por la Ec. (2.96) es
h(t) =sentu(t) (2.97)
Para verificar este resultado se sustituye la Ec. (2.97) en la Ec. (2.96) con
h'(t) =costu(t)+sentd(t) =costu(t)
h"(t) =—sentu(t)+costd(t) =—sentu(t)+5(t)
para obtener
h"(t)+h'(t)=—sent u(t)+3(t)+sent u(t) =5(t)

Ejemplo 20. Considere un sistema modelado por la ecuacion diferencial
y"(t)+2y'(t)+2y (t) = x(t)
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La solucién homogenea de esta ecuacion es
—t —t
h(t) :( ce  sent+c,e cost ) u(t)
Las constantes c; y ¢, se obtienen aplicando las condiciones iniciales:

h(0)=0=c,
h'(0)=1=c,

y la respuesta al impulso esta dada por
h(t)=e 'sentu(t)

Este método se puede generalizar de manera directa para sistemas de orden n. Para el caso general, la
ecuacion que describe el sistema es

c{y(t)}=(D"+a,,D"* +---+a,D+a, ) [y(t)]=x(t) (2.98)
sujeta a las condiciones iniciales dadas por
y(0)=y'(0)=---=y""(0)=0

La respuesta Se expresa como
t
y(t):Ih(t—r)x(r)dr (2.99)
0

Igualando a cero las derivadas sucesivas de y(t) en la Ec. (2.99), se obtiene
h(0)=h'(0)=---=h"?(0)=0 (2.100)

Para la derivada n-ésima, obtenemos
t
y(" (t)=h"V (O)x(t)+jh(”) (t—-1)x(t)dr
0

Usando el mismo argumento empleado para el caso de segundo orden ya analizado, se encuentra que la
funcion de respuesta al impulso para el sistema de la Ec. (2.98) debe satisfacer la ecuacion homogénea

£{h(t)}=0
sujeta a las condiciones iniciales h(0)=h'(0)=---=h"?(0)=0 y h"™ (0) =1.

Ejemplo 21. Considere un sistema modelado por la ecuacion diferencial
{y(t)}=(D* -1)(D* -1y (t)]=x(t)
La solucién de la ecuacion homogénea es

h(t)=(ce +cet +epte’ +cte™ Ju(t)
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Aplicando las condiciones iniciales se obtiene
h(0)=0=c, +c,
h’(0)=0=c, —c, +¢C, +C,
h"(0)=0=c, +¢, +2c, —2c,
h"(0)=1=c, —c, -3c, +3c,

De estas ecuaciones se obtiene que ¢, =%, ¢, =—%, ¢, =—+, ¢, =—3 Y la respuesta al impulso es

h(t)=%(et —e ' —te' —te" )u(t)

Para completar esta seccion, se extendera el método a sistemas excitados por una sefial de la forma
L {x(t)} en lugar de x(t) y donde £p es un operador diferencial de la forma dada por la Ec. (2.84) y

de menor orden que £. Sea un sistema descrito por una ecuacion de la forma
£{y (t)}= Lo {x()} (2.101)

Si el sistema £{¥(t)}=x(t) tiene una respuesta al impulso h(t), la respuesta del sistema modelado
por £{¥(t)}=x(t) esta dada por

7(t) :Iﬁ(t—r)x(r)dr (2.102)

La respuesta al impulso h(t) se calcula empleando los métodos descritos anteriormente en esta
seccion. Sin embargo, el sistema esta siendo excitado ahora no por x(t), sino por £, {x(t)}. Suponga
que aplicamos el operador Lp a ambos lados de la ecuacién

L4y (1) F=x(t)
Se obtiene entonces que
Lo {L{Y ()} =Lo{x(t)} (2.103)

Empleando la propiedad conmutativa de los operadores diferenciales LIT, la Ec. (2.103) se puede
escribir como

L{Lp LY (D)3} = Lo {x (1)} (2.104)

Comparando las Ecs. (2.101) y (2.103) vemos que £,{¥(t)}=y(t). Se tiene entonces que la salida
del sistema original es simplemente el operador Lp operando sobre §(t) Asi que la respuesta al
impulso h(t) para el sistema descrito por la Ec. (2.101) debe ser

h(t)=r£,{h(t)} (2.105)
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Ejemplo 22. Considere el circuito de la Fig. 2.23 en el que se utiliza una funcion x(t) cualquiera como
excitacion.

1Q

1Q

x) () 1F 1~ ()

Figura 2.23

La ecuacion diferencial que relaciona la salida con la entrada es
(D* +2D+2 |y (t)}=(D+1){x(t)} (2.106)
El primer paso es determinar la respuesta al impulso h(t) del sistema
(D* +2D+2 {h(t)}=x(t)
Este problema ya se resolvio en el Ejemplo 20 y su respuesta al impulso es
h(t)=e"'sentu(t)
Entonces, la respuesta al impulso de la Ec. (2.106) esta dada por
h(t)=(D+1){h(t)}=(D+1){e "sentu(t)}
=—e 'sentu(t)+e ‘costu(t)+e ‘sentS(t)+e 'sentu(t)
=e 'costu(t)

y la salida y(t) sera

y(t)=Ie‘(“"cos(t—r)x(r)dr, t>0

0

Si, por ejemplo, x(t) = u(t), la salida sera

t 1(1+e'sent—e'cost), t=0
t =J.e*<H> cos(t—t)dt=1? o
y(t) (t-1) 0. t<0

0

2.9 Sistemas Descritos por Ecuaciones en Diferencias

Anteriormente vimos que un sistema de tiempo continuo puede caracterizarse en funcién de una
ecuacién diferencial que relaciona la salida y sus derivadas con la entrada y sus derivadas. La
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contraparte en tiempo discreto de esta caracterizacion es la ecuacion en diferencias, la cual, para
sistemas lineales e invariables en el tiempo, toma la forma

ZN:aky[n—k]:ibkx[n—k], n>0 (2.107)

donde ay y bk son constantes conocidas. El orden N se refiere al mayor retardo de y[n] en la Ec. (2.107).
En una forma anéloga al caso en tiempo continuo, la solucién de la Ec. (2.107) y todas las propiedades
de los sistemas, tales como linealidad, causalidad e invariabilidad en el tiempo, pueden desarrollarse
siguiendo un método de discusion similar al usado para las ecuaciones diferenciales.

Definiendo el operador
D*y[n]=y[n—K] (2.108)

podemaos escribir la Ec. (2.107) en notacién operacional como
N M
> a,DFy[n]= ) b,D*x[n] (2.109)
k=0 k=0
Una forma alterna de la ecuacion en diferencias, Ec. (2.107), se da algunas veces como
N M
D ay[n+k}=>bx[n+k], n=0 (2.110)
k=0 k=0

En esta forma, si el sistema es causal, debemos tener M < N.

La solucién a cualquiera de las Ecs. (2.105) o (2.110) puede determinarse, en analogia con una
ecuacion diferencial, como la suma de dos componentes: (a) la solucion homogénea, que depende de
las condiciones iniciales que se suponen conocidas, y (b) la solucion particular, la cual depende de la
entrada.

Antes de explorar este enfoque para determinar la solucion a la Ec. (2.107), consideremos un método
alterno escribiendo de nuevo la Ec. (2.107) como

y[n]=%&bkx[n—k]—iaky[n—k]} 2111)

En esta ecuacion, los valores x[n — k] son conocidos. Si también se conocen los valores y[n — K],
entonces y[n] puede determinarse. Haciendo n =0 en la Ec. (2.111) da

1 M N
y(0) =—{Zbk><[—k]—2aky[—k]} (2.112)
a0 k=0 k=1
Las cantidades y[-k], para k = 1, 2, ... , N, representan las condiciones iniciales para la ecuacion en

diferencias y por tanto supuestas conocidas. Entonces, como todos los términos en el lado derecho son
conocidos, podemos determinar y[0].

Ahora hacemos n =1 en la Ec. (2.111) para obtener
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y(l)=i{2bkx[1—k]—2aky[1—k]}
% (v =

y usamos el valor de y[0] determinado anteriormente para resolver por valores sucesivos de n y obtener
y[n] por iteracion.

Usando un argumento similar al anterior, se puede ver que las condiciones necesarias para resolver la
Ec. (2.111) son las condiciones iniciales y[0], y[1], ... , Y[N — 1]. Comenzando con estas condiciones
iniciales, la Ec. (2.111) puede resolverse iterativamente en igual forma. Esta es la formulacion
recursiva y la Ec. (2.111) se conoce como una ecuacion recursiva ya que ella especifica un
procedimiento recursivo para determinar la salida en funcion de la entrada y salidas previas.

Ejemplo 23. Considere la ecuacion en diferencias

yInl-2y[n-1]+1y[n-2]=(%)"

con condiciones iniciales y[-1] =1y y[-2] = 0.

Entonces
yInl=3yIn-1]-3yIn-2]+(3)"
de modo que
7
yl0l=3y[-1]-gy[-2]+1=
1 27
y[1] Z%Y[O]—%Y[—l]JrE:E

syt ypogs -2 83
.\/[2]=zy[1]—gy[0]+4—64

En el caso especial cuando N =0, de la Ec. (2.111) tenemos

1 M
y[n]=g{§bkx[n—k]}

la cual es una ecuacidon no-recursiva ya que no se requieren los valores previos de la salida para
calcular la salida presente. Por ello, en este caso, no se necesitan condiciones auxiliares para determinar
y[n].

Aun cuando el procedimiento iterativo descrito anteriormente puede usarse para obtener y[n] para
varios valores de n, él, en general, el método no produce una expresion analitica para evaluar y[n] para
cualquier n arbitraria. Ahora consideraremos la solucion analitica de la ecuacion en diferencias
determinando las soluciones homogénea y particular de la Ec. (2.107)



104

2.9.1 Solucion Homogénea de la Ecuacion en Diferencias

La ecuacién homogénea correspondiente a la Ec. (2.107) esta dada por
N
D ay[n-k]=0 (2.113)
k=0

En analogia con nuestra discusion del caso en tiempo continuo, suponemos que la solucion a esta
ecuacion viene dada por una funcion exponencial de la forma

Y [n]=Ad"

Sustituyendo esta relacion en la ecuacion en diferencias, se obtiene

N
Zak Aa"™* =0
k=0

Entonces, cualquier solucion homogénea debe satisfacer la ecuacion algebraica

N
D aa =0 (2.114)

k=0
La Ec. (2.114) es la ecuacion caracteristica para la ecuacion en diferencias y los valores de o que
satisfacen esta ecuacion son los valores caracteristicos. Es evidente que hay N raices caracteristicas
o, a,,..., oy, Y que estas raices pueden ser distintas o no. Si las raices son distintas, las soluciones
caracteristicas correspondientes son independientes y podemos obtener la solucion homogénea yh[n]
como una combinacion lineal de términos del tipo o', es decir,

y.[nN]=Aa + Ao +-+ Aoy (2.115)

Si cualesquiera raices son repetidas, entonces generamos N soluciones independientes multiplicando la
solucion caracteristica correspondiente por la potencia apropiada de n. Por ejemplo, si oy tiene una
multiplicidad de P;, mientras que las otras N — P; raices son distintas, suponemos una solucion
homogénea de la forma

Vo [n]= Ao + Anod ++ A nBoal + Ay yan s o+ Ao (2.116)

Ejemplo 24. Considere la ecuacion
y[nl+gzy[n-1]+§y[n-2]=0
con las condiciones iniciales

y[-11=2, y[-2]=0
La ecuacion caracteristica es



la cual puede factorizarse como

y las raices caracteristicas son

Puesto que estas raices son distintas, la solucion homogénea es de la forma

1Y 1Y
yh[n]:Al(_EJ +A2(_§j

La sustitucion de las condiciones iniciales da entonces las siguientes ecuaciones para las constantes
incAgnitas A, y Ay:

—2A -3A, =2
4A +9A, =0

cuya solucion es

Ejemplo 25. Considere la ecuacion
y[n]-3y[n-1]+3y[n-2]-5y[n-3]=0
con las condiciones iniciales
y[-11=6, y[-2]=6, y[-3]=2
La ecuacion caracteristica es

1-20t+ia?-1a® =0

Yy Sus raices son
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Aqui se tiene una raiz repetida. Por consiguiente, escribimos la solucion homogénea como

mi=A( 2] can(E] cal2)
IlI=A15 2 4
Sustituyendo las condiciones iniciales y resolviendo las ecuaciones resultantes, obtenemos

_9 _5 3 1
A.L_E’ AZ_Z’ As——g

o 9(LY L5 (Y LY
winl=312) *3"z) sla

y la solucion homogénea es

2.9.2 La Solucion Particular

Ahora consideraremos la determinacion de la solucién particular para la ecuacién de diferencias
N M
D ayIn-kl=> bx[n—k] (2.117)
k=0 k=0

Observamos que el lado derecho de esta ecuacién es la suma ponderada de la entrada x[n] y sus
versiones retardadas. Por lo tanto, podemos obtener yy[n], la solucion particular de la Ec. (2.117),
determinando primero la solucién particular de la ecuacion

N
> ayIn—k]=x[n] (2.118)
k=0
El uso del principio de superposicion nos permite entonces escribir
N
Yp[n]= b, yIn—k] (2.119)
k=0

Para hallar y[n], suponemos que ella es una combinacion lineal de x[n] y sus versiones retardadas x[n

— 1], x[n — 2], etc. Por ejemplo, si x[n] es una constante, también lo es x[n — K] para cualquier k. Por
consiguiente, ¥[n] también es una constante. Similarmente, si x[n] es una funcion exponencial de la

forma B", §[n] es también una exponencial de la misma forma. Si
Xx[n]=sen{y,n
entonces
X[n—k]=senQ,; (n—k)=cosQ ksenQ n—senQ kcosyn
Yy, como corresponde, tenemos

y[n]=AsenQ,n+BcosQ,n
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Se obtiene la misma forma para ¥[n] cuando
x[n]=cos Q,n

Las constantes incdgnitas en la solucion supuesta se pueden determinar sustituyendo en la ecuacién en
diferencias e igualando los términos semejantes.

Ejemplo 26. Considere la ecuacion en diferencias
1 n
y[n]—%y[n—1]+§ y[n-2]= 25en7n

con condiciones iniciales

yl-11=2 y y[-2]=4
De acuerdo con el procedimiento indicado, suponemos entonces que la solucion particular es de la
forma

[n]= Asen nn + Bcos nn
YplhI= 2 2
Entonces

(n-1)= (n-1)n

y,[n—-1]=Asen + Bcos

Usando identidades trigonométricas se puede verificar facilmente que

(- nm (n—l)n=S nm

sen =—C0S— Yy COS
2 2

de modo que

nm nm
y,[n-1] =—Acos?+ Bsen?

En forma similar se puede demostrar que y,[n—2] es

nm nm
y,[n-2] :—Asen7— Bcos?

Sustituyendo ahora en la ecuacion en diferencias da

nm nm nm
(A-2B-1A) sen7+( B+3A-:B )cos7= 2sen —-
Igualando los coeficientes de los términos semejantes, se obtienen los valores de las constantes A y B:
112 96
A =—, = ——
85 85

y la solucion particular es
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Para determinar la solucién homogénea, escribimos la ecuacion caracteristica para la ecuacion en
diferencias como

cuyas raices caracteristicas son

y la solucion homogénea esta dada por
Y [n1=A(5) +A(3)
de manera que la solucién completa esta dada por
1Y 1) 112 nn 96 nn
y[n]=A 2 +A, 3 +—sen———C0S—

Ahora podemos sustituir las condiciones iniciales dadas para resolver por las constantes A; y A, y se
obtiene

de modo que

8 (1) 13(1)" 112 nmt 9 nx
y[n]=——|-| +—| = | +—sen———cos—
17\ 4 5(2 85 2 85 2

Ejemplo 27. Considere el sistema descrito por la ecuacion en diferencias
y[n]-ay[n-1]=Kb"u[n]

donde a, by K son constantesy y[-1]=Y ;.
La solucién que satisface la ecuacion homogénea

Yo [n]-ay,[n-1]=0
es dada por

y, [n]=Aa"

Para determinar la solucion particular, suponemos que

y,[n]=Bb", nx0

y sustituyendo ésta en la ecuacion original, se obtiene



a partir de la cual se obtiene que

Kb
B=——
b-a
y
yp[n]_b bn+1

Combinando ahora yn[n] y yu[n], da
y[n]=Aa" + — o bn+1 n>0
Para determinar A, aplicamos la condicién dada:

K
y[-l=y,=Aat+

b—a
de donde
A=ay  -K &
b—
y la solucion buscada es
il _ gnit
y[n]=y,a™+K——— nx0
b=a
Para n <0, tenemos x[n] =0y, en este caso,
y[n]=Aa"

Aplicando la condicion y[-1]=y ,, Se obtiene que A=y ,ay

+1

y[n]=y_,a" n<0

y la solucion completa para toda n es

n+l _ An+l

y[n]=y,a" +K—— - ufn]

2.9.3 Determinacion de la Respuesta al Impulso

Concluimos esta seccion considerando la determinacion de la respuesta al impulso de sistemas
descritos por la ecuacion en diferencias de la Ec. (2.107). Recuerde que la respuesta al impulso es la
respuesta del sistema a una entrada de muestra unitaria con cero condiciones iniciales; es decir, la
respuesta al impulso no es sino la solucién particular de la ecuacién en diferencias cuando la entrada
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x[n] es una funcién impulso unitario d[n]. A diferencia del caso continuo, la respuesta al impulso h[n]
de un sistema de tiempo discreto descrito por la Ec. (2.107) puede determinarse a partir de la relacién

h[n]:ai{ib@[n—k]—iakh[n—k]} (2.120)

Para el caso especial cuando N = 0, la respuesta al impulso h[n] esta dada por

"
h[n]—libé[n J=lg 0sn=M (2.121)
_a k - 0 '

0 k=0 0  otros valores de n

Observe que la respuesta al impulso para este sistema tiene términos finitos; es decir, es diferente de
cero solamente para una duracion finita.

Ejemplo 28. Determine la respuesta al impulso para cada uno de los sistemas causales descritos por las
ecuaciones en diferencias siguientes:

@ y[n]=x[n]-2x[n-1]+3x[n-3]
(b) y[n]-3yln—2]=2x[n]-x[n-2]
Solucioén:
(@) Por la definicion (2.120)
h[n]=8[n]-28[n-1]+38[n-3]
(b) h[n]=2h[n-2]+28[n]-3[n-2]

Puesto que el sistema es causal, h[-2] = h[-1} = 0. Entonces,
h[0]=3h[-2]+28[0]-8[-2]=258[0]=2
h[1]=3h[-1]+23[1]-8[-1] =0

h[2]=%h[0]+28[2]-5[0]=%(2)-1=0
h[3]=3h[1]+235[3]-5[1]=0

y, por tanto,
h[n]=23d[n]

Consideremos ahora de nuevo la Ec. (2.107), con x[n]=3[n] y y[n] = h[n]:

iakh[n—k]zib@[n—k], n>0 (2.122)



111

con h[-1], h[-2], etc. iguales a cero.

Claramente, para n > M, el lado derecho de la Ec. (2.122) es cero, de modo que tenemos una ecuacion
homogénea. Las N condiciones iniciales requeridas para resolver esta ecuaciéon son h[M], h[M - 1], ...
, h[M—-N+1]. Puesto que N=>M para un sistema causal, sélo tenemos que
determinar y[0], y[1], ... , Y[M]. Haciendo que n tome sucesivamente los valores 0, 1, 2, ... , M en la

Ec. (2.122) y usando el hecho de que y[K] es cero para k < 0, obtenemos el siguiente conjunto de M + 1
ecuaciones:

j
D ayln—kl=b;, j=0,1,2,.M (2.123)
k=0
0, equivalentemente, en forma matricial
i a, 0 0 |[ y[o]] _bo_
a2 o 0 |yl b
a, & 8 0 y[2] |=| b, (2.124)
| 8wu Ay & __y[M]_ _bM_

Las condiciones iniciales obtenidas al resolver estas ecuaciones se usan ahora para determinar la
respuesta al impulso como la solucion de la ecuacion homogénea:

N
Y ah[n-k]=0, n>M (2.125)
k=0

Ejemplo 29. Considérese la ecuacion en diferencias del Ejemplo 26, pero con una excitacion diferente,
es decir,

yinl=3yin-11+ yin-21=x[n]+ i x{n-1]

tal que N =2 y M = 1. Se deduce que la respuesta al impulso se determina como la solucion de la
ecuacion

1
y[n]—%y[n—1]+§ y[n-2]=0, n=2

De la Ec. (2.123), encontramos la ecuacion para determinar las condiciones iniciales como
-3 1]yl 3

yiol=1,  yiil="
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Utilizando estas condiciones iniciales produce la respuesta al impulso:

1Y 1Y
h[n]=4|-| -3| —
m=4(3) 93
2.10 Simulacién de Sistemas

2.10.1 Componentes Basicas: Sistemas de Tiempo Continuo

Cualquier sistema descrito por la ecuacion diferencial

NoodRy(t) & dRx(t)
a 2.126
Z;" dt* 2; Cdtt (2.120)

0, tomando a, =1, por la ecuacion

dhy(t) <& d y(t) 5 OIkX(t)
—dtN + Zbk
k=0 k=0

con M < N puede simularse usando sumadores, multiplicadores por escalares e integradores.

El Integrador Un elemento basico en la teoria y practica de la ingenieria de sistemas es el integrador.
Matematicamente, la relacion de entrada-salida que describe el integrador, cuyo simbolo se muestra en
la Fig. 2.24, es

t

V(O =y(t)+[x()dv), t=t,
f

y la ecuacion diferencial de entrada-salida es

D v

X(t) J‘ y(t)
—> —>

Figura 2.24

Sumadores y Multiplicadores por Escalares En la Fig. 2.25 se ilustran las operaciones de suma y
multiplicacion por un escalar y los simbolos que las identifican.

Ejemplo 30. Considere el sistema mostrado en la Fig. 2.26.
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X2(t) Xa(t
X4 (t) x(t) + X(t) xt) - X1(t) — X(t) X(t) p y(t) = Kx(t)

Figura 2.25

Denote la salida del primer integrador en la figura por v(t); entonces, la entrada a este integrador es

dv(t)
— =—av(t)—a,y(t)+bx(t) (2.127)
La entrada al segundo integrador es dy (t)/dt, por lo que se puede escribir
dy (t)
—=Vv(t
ot (t)

Diferenciando ambos lados de esta Gltima ecuacion y usando la Ec. (2.127), se obtiene

d?y(t) dv(t) _ dy(t)
reaniia L e MOS0

d?y(t) dy (t)
dt? Ta dt

que es la ecuacion diferencial que relaciona la entrada y la salida en la Fig. 2.26.

+a,Y (t) =byx(t)

A

a;

x(t) v - y(t)
—{ b —— | j >
N

A

do

Figura 2.26
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2.10.2 Diagramas de Simulacion: Sistemas de Tiempo Continuo

Utilizando notacion de operadores (D = (d/dt), la ecuacion diferencial para un sistema LIT puede
escribirse en la forma

[DN +NiaiDin(t):[ibiD‘]x(t), a, =1 (2.128)
i=0 i-0
En esta seccidn se derivaran dos simulaciones canénicas diferentes para la Ec. (2.128). Para derivar la
primera forma, se supone N = M y escribimos de nuevo la ecuacién como
D" (y-b,x)+D"*(a,,y—by_ X)+--+D(a,y-bx)+a,y—b,x=0
Multiplicando la ecuacion por D" y reacomodando los términos, se obtiene la relacion
y=b,x+D" (b, ,x—a,,y)+--+D N (bx-ay)+D " (bhx—a,y) (2.129)

a partir de la cual se puede dibujar el diagrama de la Fig. 2.27, comenzando por la salida y(t) en la

derecha y trabajando hacia la izquierda. El operador D™ representa k integraciones y el diagrama de la
Fig. 2.27 es la primera forma canodnica.

Se puede obtener otro diagrama util convirtiendo la ecuacion diferencial de orden N en dos
ecuaciones de orden menor. Para obtenerlas, sea

N-1
[DN +Zaij]v(t)=x(t) (2.130)
j=0
Entonces,
N .
y(t):[Zbi D'Jv(t) (2.131)
i=0
Xt
Y Y Y Y
bo b: bn-1 by
¥ ¥ N 2 v Y@
o [ PO——— [ PO—| [ PO
A A A

Figura 2.27 Primera forma candnica.
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Para verificar que estas dos Ultimas ecuaciones son equivalentes a la ecuacion diferencial original,

sustituimos (2.130) en (2.129) para obtener

(DN +N2iajD'}y(t):

Y

i=0

ZN:bi D‘j(DN +NiajDiJv(t)
b DY) +N2iaj ZN:bi D(””Jv(t)
LD”N +NZiajD'“Hv(t) :LZN:biDiJX(t)

M=

1l
o

S

y asi queda demostrada la equivalencia. La segunda forma candnica se muestra en la Fig. 2.28. Las
variables v(N (1), ...,v(t) que se usan en la construccion de y(t) y x(t) en las Ecs. (2.130) y (2.131),
respectivamente, son obtenidas integrando sucesivamente a v(™(t). Observe que en esta
representacion, la entrada a cualquier integrador es exactamente la misma que la salida del integrador

precedente.

N »T - » » N
U U [N [N} »
A A A Ay
by bn-1 bn- by b
\ A A A A
x() >B 5 J‘ > J‘ > J‘
X
—an-1 —aN-2 a1 —ag
Y Y Y
(N M -- Mg
\UPA) VA \UPA

Figura 2.28 Segunda forma candnica.

Ejemplo 31. Obtenga un diagrama de simulacion para el sistema LIT descrito por la siguiente ecuacion

diferencial:

y"(t)+5y'(t) +4y(t) =2x"(t) +x(t)
Primero escribimos de nuevo la ecuacién como
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D?y(t) =D[2x(t) -5y (t) ]+ [x(t) -4y (1)]
y ahora integramos dos veces para obtener

y(t) =D [2x(t) -5y (1)]+ D [x(t) —4y (1)]

Los diagramas de simulacion correspondientes se muestran en la Fig. 2.29a y b para la primera y
segunda forma, respectivamente.

x(t)

&
<

[y
N €

SN
Y
—
y
Sy
v
—_—
=

|

N
> |

(&5

3
rd
>

()

\ 4

N
[N
<
)
=)

NN
L
[ ]

X o~ N I N I
X vy V(D) >

Y \}
9 [
Y

M

™

()

Figura 2.29 Diagramas para el Ejemplo 31.

2.10.3 Componentes Basicas: Sistemas de Tiempo Discreto

Para simular mediante diagramas a los sistemas LIT de tiempo discreto descritos por ecuaciones en
diferencias, se definiran tres elementos basicos: ElI sumador, el multiplicador por una constante vy el
elemento de retardo. Los tres se muestran en la Fig. 2.30. Estos elementos se pueden utilizar para
obtener diagramas de simulacion usando un desarrollo similar al del caso de sistemas en tiempo
continuo. lgual que en este caso, podemos obtener varios diagramas de simulacion diferentes para el
mismo sistema. Esto se ilustra considerando dos enfoques para obtener los diagramas.
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Xz[N]
x[n] /L x[n] ax[n] x[n] x[n—-1]
> > —> a —— —>{ D ——
x1[n] + x2[n]
(@) (b) (©)
Figura 2.30

Ejemplo 32. Ahora se obtendra un diagrama de simulacién para el sistema descrito por la ecuacién de
diferencias

y[n]-y[n-1]-y[n-2]+0.25y[n—3]=x[n]+2x[n-1]+x[n—-2] (2.132)
usando un método similar al usado para sistemas en tiempo continuo.
Primero resolvemos por y[n] y agrupando términos semejantes, podemos escribir
y[n]=x[n]+D[2x[n]+y[n]]+D*[x[n]+y[n]]+ D*[-0.25y[n]]

donde D representa el operador de retardo unitario. Para obtener el diagrama de simulacion para este
sistema, suponemos que y[n] esta disponible y primero formamos la sefial

v,[n]=-0.25y[n]

x{n] v v
1 2
+ viln] =yin
f\v4[nl D +\fv\v3[nl D \+KV\+V2[n\ D tfv\+ l[ ]\ y[ ]
€ 7 % [ L z UV z
A A A
0.2 1 1
N A A
Figura 2.31
X[n] A Y
1 2
+ viln] =yin
PN (e TP 7110 [ TG AC: (e TR AL bl
% ~ L/ 7 U 7 ~U 7
_A A A
0.2 1
N A A

Figura 2.31
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Esta sefial la pasamos por un retardo unitario y le afiadimos x[n]+ y[n] para formar
v;[n]=D{-0.25y[n]}+{x[n]+y[n]}
Ahora retrasamos esta sefial y le afiadimos 2x[n]+ y[n] para obtener
v, [n]=D*{-0.25y[n]}+ D{x[n]+y[nI}+{2x[n]+y[n]}
Si ahora pasamos Vv,[n] a través de un retardo unitario y le afiadimos x[n], obtenemos
v, [n]=D*{-0.25y[n]}+ D*{x[n]+y[n]}+ D{2x[n]+ y[n]}+x[n]

Claramente, vi[n] es igual a y[n], de modo que podemos completar el diagrama de simulacion
igualando v4[n] con y[n]. El diagrama de simulacion se muestra en la Fig. 2.31.

Considere la ecuacion de diferencias de orden N-ésimo
y[n]+a y[n-1]+---+a,y[n—N]=byx[n]+bx[n-1}+---+b X[n—N] (2.133)

Siguiendo el enfoque dado en el ultimo ejemplo, similar el método usado para sistemas de tiempo
continuo, podemos construir el diagrama de simulacién mostrado en la Fig. 2.32.

N
>
x[n]
2
by b1 b, by
¥ v v v YIn
éb— D »Pp—>-—-— D >»Pp—> D >PHe—>
A A A
—an —an-1 —a

Figura 2.32

Para derivar un diagrama de simulacion alterno para el sistema en la Ec. (2.132), escribimos la
ecuacion en funcion de una nueva variable v[n] como

v[n]+iajv[n—j]=x[n] (2.134)
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y[n]:ZN:bmv[n—m] (2.135)

Observe que el lado izquierdo de la Ec. (2.134) es de la misma forma que el lado izquierdo de la Ec.
(2.132) y el lado derecho de la Ec. (2.135) es de la forma del lado derecho de la Ec. (2.132).

Para verificar que estas dos ecuaciones son equivalentes a la Ec. (2.132), sustituimos la Ec. (2.135) en
el lado izquierdo de la Ec. (2.117) para obtener

y[n]+Zajy[n— j]:mev[n—m]+Zaj {mev[n—m— j]}
=Z m{v[n—m]Jri:ajv[n—m— j]}

m

=0
N
b

=0

M
me X[n—m]
m=0
donde el dltimo paso se obtiene a partir de la Ec. (2.134).

Para generar el diagrama de simulacién, primero determinamos el diagrama para la Ec. (2.134). Si

tenemos disponible a v[n], podemos generar v[n — 1], v[n — 2], etc., pasando sucesivamente a v[n] a
través de unidades de retardo. Para generar a v[n], de la Ec. (2.135) observamos que

N
vInl=x[n]-> av[n-j] (2.136)
j=1
3| bg
by
| b |
> b1
o[n -1] v[n-N-1]
D ?» D ——— - 7 D >
v[n -2]
v[n-N]
a1 [«
an-1
an |«

Figura 2.33
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Para completar el diagrama de simulacion, generamos y[n] como en la Ec. (2.135) mediante una
combinacion adecuada de v[n], v[n — 1], etc. El diagrama completo se muestra en la Fig. 2.33.

Observe que ambos diagramas de simulacion pueden obtenerse en una forma directa a partir de la
ecuacion de diferencias correspondiente.

Ejemplo 33. El diagrama de simulacién alterno para el sistema del Ejemplo 32, Ec. (2-131), es
v[n]-v[n-1]-v[n—2]+0.25v[n—3] = x[n]

y[n]=v[n]+2v[n-1]+Vv[n—-2]

se muestra en la Fig. 2.34 usando estas dos ecuaciones.

Y. S
v[n-1] v[n-2]
x[n] N v[n] J o \ J o \ J o v[n-3]
-0.25 (€&
Figura 2.34

2.11 Representacion Mediante Variables de Estado: Tiempo Continuo

En esta seccidn se analizaré la caracterizacion de sistemas en el dominio del tiempo (continuo) usando
la descripcion de la ecuacién de estado y las variables de estado. EI método permite estudiar el sistema
como un todo, tomando en cuenta tanto sus variables internas como las variables de entrada y salida
(excitacion—respuesta). EI método ha sido utilizado durante muchos afios en la descripcién y estudio de
sistemas dinamicos y también es de mucha utilidad en la resolucion de redes eléctricas.

La descripcion mediante variables de estado utiliza un sistema de ecuaciones diferenciales (en forma
matricial) de primer orden y es aplicable a sistemas lineales o no, variables o invariables en el tiempo.
Esta descripcion con matrices que se emplea en la representacion mediante variables de estado es
independiente de la complejidad del sistema y, en consecuencia, puede facilitar grandemente el estudio
de sistemas complejos. Ademas, la formulacion con variables de estado proporciona un método
apropiado para el proceso de solucion de las ecuaciones por computadora.
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2.11.1 Definiciones

Desde el punto de vista del analisis y sintesis de sistemas, es conveniente clasificar las variables que
caracterizan o estan asociadas con el sistema en la forma siguiente: (1) variables de entrada o de
excitacion, u;, las cuales representan los estimulos generados por sistemas diferentes del sistema bajo
estudio y que influyen en su conducta; (2) variables de salida o de respuesta, y;, las cuales describen
aquellos aspectos de la conducta del sistema que son de interés; y (3) variables de estado o
intermedias, i, las cuales caracterizan la conducta dinamica del sistema bajo investigacion.

El estado de un sistema es un resumen completo de cdmo se encuentra el sistema en un punto
particular en el tiempo, es decir, el estado de un sistema se refiere a sus condiciones pasadas, presentes
y futuras. EI conocimiento del estado en algun punto inicial, to, mas el conocimiento de las entradas al
sistema después de to, permiten la determinacion del estado en un tiempo posterior t;. Asi que el estado
en tp constituye una historia completa del sistema antes de to, en la medida que esa historia afecta la
conducta futura. EI conocimiento del estado presente permite una separacion bien definida entre el
pasado y el futuro.

En cualquier instante fijo, el estado del sistema puede describirse mediante los valores de un conjunto
de variables x;, denominadas variables de estado. Las variables de estado pueden tomar cualquier valor
escalar, real o complejo y se definen como un conjunto minimo de variables x,x,,...,x, Cuyo

conocimiento en cualquier tiempo ty y el conocimiento de la excitacidén que se aplique posteriormente,
son suficientes para determinar el estado del sistema en cualquier tiempo t > t.

Cuando un grupo de ecuaciones diferenciales ordinarias que representan un sistema fisico dinamico
estd expresado en la forma

% = f (X%, o XUy, LUy, =12, .00,

se dice que el grupo de ecuaciones esta en la forma normal. Las variables x; (i = 1, 2, ..., n) son las
variables de estado y las variables u; (i = 1, 2, ..., m) son las funciones de entrada o de excitacion. Si
el sistema es lineal, las ecuaciones pueden escribirse en la forma

n m
% =D aX +> by i=12 ..,n
j=1 k=1

o en forma matricial

X(t) = Ax(t)+Bu(t) (2.137)
en donde el conjunto de variables de estado se describe mediante un vector de estado
X, (1)
x(t)=| ® (2.138)
X, (1)

Este vector pertenece a un espacio n-dimensional, el espacio de estados, y el conjunto de variables de
entrada o de excitacion se describe mediante un vector de excitacion o de entrada
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uy (t)

ury=|"

0. (0

(2.139)

A es una matriz de dimensién n x n y se denomina la matriz de los coeficientes, B es una matriz de
dimension n x m y se conoce como la matriz de distribucion, x es simplemente la derivada de x con
respecto al tiempo t, es decir, x =dx/dt. Todos los vectores y matrices que aparecen en la Ec. (2.137)

pueden depender del tiempo (sistemas variables en el tiempo). En este libro s6lo se trataran sistemas
que no varian con el tiempo y, por tanto, las matrices A y B se tomaran siempre constantes y de la

forma
a; a, - a4, b11 b12 bln
A= Ay 4,y ot Ay, B— b21 bzz b2n (2140)
a‘nl an2 ann bnl bn2 bnn
2.11.2 Solucion General de la Ecuaciéon de Estado
Considérese ahora la ecuacion diferencial escalar de primer orden
dx (t
d(t ) =ax(t)+bu(t) (2.141)

donde a y b son constantes arbitrarias y u(t) es una funcion continua de t (no confundir con la funcién
escalén definida en el capitulo anterior). Multiplicando ambos lados de la ecuacién por e | se tiene

que
e ™ % =ae *x(t) +be *u(t)
o también

e —d);it) —a "x(t) =be™u(t)

la cual puede escribirse en la forma

%[ e “'x(t) | =be u(t)

e integrando desde t, hasta t,

t
e*'x(t)], = [be ™ u(z)dt
0 %

t
e "'x(t) —e *x(t,) = [be "u(r)dr

f
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Despejando a x(t) en la ecuacion anterior se obtiene

t
x(t) = e x(t, ) + jbea("”u (1)dx (2.142)
f
y cuando tp = 0,
t
x(t) = e x(0) + j bedz (2.143)
0
Ejemplo 34
Resolver la ecuacion diferencial
% +2X=5
dt

sujeta a la condicion inicial x(0) = 3.
Solucion. Esta ecuacion puede escribirse en la forma

%:—2x+5

de donde a = -2 y u(t) = 1. Aplicando la Ec. (2.141) se obtiene
¢ t

X(t)=e %3+ .[ Se 2t ¢ =3e 2 4 G5g 2 I e?dr
0 0

—3e % 4250 e ; —25+05e2

Obsérvese en (2.141) que u(t) = 0 corresponde a la ecuacion diferencial homogénea
dx(t)
dt

ax(t) (2.144)

cuya solucion es
x(t) =e*)x(t,) (2.145)
Considérese ahora el conjunto homogéneo de n ecuaciones de estado
X=Ax, X(t,)dado, A constante (2.146)

La matriz de transicion de estados se define como una matriz que satisface la ecuacion de estado
lineal homogénea

dx(t)
dt

— AX(t) (2.147)
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Sea ®(t) una matriz de n x n que representa la matriz de transicion de estados; entonces, por definicion,
ella debe satisfacer la ecuacion

L a0 (2.148)

Aln mas, sea x(0) el estado inicial en t = 0; entonces ®(t) también se define mediante la ecuacién
matricial

X(t) = ®(t) x(0) (2.149)
la cual es la solucion de la ecuacion de estado homogénea para t>0.

Una forma alterna de resolver la ecuacion de estado homogénea es suponer una solucion, igual que en
el método clésico de solucion de las ecuaciones diferenciales lineales. Comparando las ecuaciones de
estado y la ecuacion escalar correspondiente muestra que la solucién de la Ec. (2.147) es analoga a la
de la Ec.(2.143); ella es

x(t) =e*'x(0) (2.150)
para t >0, donde la funcién exponencial e*' representa la siguiente serie de potencias para la matriz
At:

1 1
eM = I+ AL+ — A+ A 4 (2.151)
2! 3!

Aqui | es la matriz identidad de n x n. Es facil demostrar que la Ec. (2.150) es una solucion de la
ecuacion de estado homogénea ya que, de la Ec. (2.151), tenemos que

deAt
dt
Por tanto, ademas de la Ec. (3.17), se obtuvo otra expresion para la matriz de transicion de estados:

=Ae™ (2.152)

1 1
(D(t)zeAt =I+At+_A2t2 +_A3‘t3 R (2.153)
2! 3!

La Ec. (2.153) también se puede obtener directamente a partir de la Ec. (3.17). Esto se deja como un
ejercicio para el lector,

Ahora se considerara el conjunto no homogéneo de las ecuaciones de estado. La matriz A todavia se
considera una constante, pero B puede ser una funcién del tiempo, es decir, B = B(t). Se supone que
las componentes de Bu(t) son seccionalmente continuas para garantizar una solucién Unica de la
ecuacion

X=Ax+B(t)u(t), x(t,) dado (2.154)

Observe que aqui el tiempo inicial es to y no t = 0. Se repite la técnica usada para resolver la ecuacion
escalar con sélo modificaciones menores. Sea K(t) una matriz de n x n. Premultiplicando la Ec. (2.154)
por K(t) y reagrupando, se obtiene

K (t)x(t) - K(t)Ax(t) = K(t)B(t)u(t)
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Puesto que d[K(t)x(t)]dt=Kx+Kx, el lado izquierdo puede escribirse como una diferencial total
(vectorial) con tal que K =—K(t)A. Una matriz asi es K =¢e *("®) Aceptando que ésta es la matriz
que debe usarse, la ecuacion diferencial puede escribirse en la forma

d[K(t)x(t)]=K(t)B(t)u(t)dt

e integrando da
t
K (1)x(t) - K (t, )% (t, ) =J.K(t)B(t)u(t)dt
%)
La forma de K seleccionada siempre tiene una inversa, de modo que

x(t) = K (t)K(to)x(to)+IK’1(t)K(r)B(r)u(r)dr
fo

x(t) = eA(H‘”x(tO)+J.eA“"’B(r)u(t)dt (2.155)
fo

Esta representa la solucion para cualquiera ecuacion del sistema en la forma de la Ec. (2.154).
Obsérvese que estd compuesta de un término que depende solamente del estado inicial y una integral de
convolucion que incluye la entrada pero no el estado inicial. Estos dos términos se conocen por
diferentes nombres, tales como la solucién homogénea y la integral particular, la respuesta libre de
excitacion y la respuesta forzada, la respuesta de entrada cero y la respuesta de estado cero, etc.

A continuacidn se estudiaran varios métodos para determinar la solucion de la ecuacion de estado
(2.146) cuando la matriz A es constante (sistemas invariables en el tiempo).

2.11.3 Solucion de la Ecuacién de Estado Mediante Integracion

Si la matriz A en la Ec. (2.146) es diagonal (valores diferentes de cero solamente en la diagonal
principal), la solucion para x se obtiene facilmente por integracion separada de cada una de las
variables.

Ejemplo 35
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

Lo e o]

A partir del sistema se obtiene el par de ecuaciones escalares desacopladas (en este caso)
X, ==%+2, x(0)=5
X, =—2%, +3, X,(0)=1
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Usando ahora la Ec. (2.141) se obtienen las soluciones
t t
x, (t)=5e" +J.2e""”dr =5e" +2¢" J.err
0 0

t
=5e ' +2e'e" .= 2+3e™"

t

t

X, (t)=e2" + J-Be’z“’”dr —e ' +15e '™ )
0

=1.5-0.5e*

Ahora se estudiaran algunas propiedades de la matriz de transicion de estados. Puesto que la matriz de
transicion de estados satisface la ecuaciéon de estado homogénea, ella representa la respuesta libre o
natural de la red. En otras palabras, ella rige la respuesta producida por las condiciones iniciales
solamente. De las Ecs. (3.17) y (2.153), se observa que la matriz de transicion de estados depende
solamente de la matriz A, por lo que en ocasiones también se conoce como la matriz de transicion de
estados A. Como el nombre lo indica, la matriz de transicion de estados ®(t) define por completo la
transicion de estados desde el tiempo inicial t = 0 hasta cualquier tiempo t cuando las entradas son
iguales a cero.

La matriz de transicion de estados ®(t) posee las siguientes propiedades:

1.®(0)=1 (matriz identidad) (2.156)
Demostracion La Ec. (2.154) se deduce directamente de la Ec. (2.153) al hacer t = 0.
2. @7 (t)=D(-t) (2.157)

Demostracion Posmultiplicando ambos lados de la Ec. (2.153) por e ™", se obtiene
d(t)e M =eMe ™M =1 (2.158)
Premultiplicando ahora ambos miembros de la Ec. (2.153) por ®(t), se obtiene
e M =7 (1) (2.159)
Por lo que
O(-t) =" (t)=e™ (2.160)
Un resultado interesante de esta propiedad de ®(t) es que la Ec. (2.150) se puede escribir como
x(0) = (-t)x(t) (2.161)

lo que significa que el proceso de transicion entre estados se puede considerar como bilateral en el
tiempo. Es decir, la transicion en el tiempo se puede dar en cualquier direccion.

3. d(t, -t )D(t, —t,) =D(t, —t,) paracualquier to, ty y t.
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Demostracion:

q)(t _t1)®(t1 _t ) — eA(tz_tl)eA(tl_to)
2 O Alt,—t) (2.162)
=er) = @(t, -t,)

Esta propiedad de la matriz de transicion de estados es muy importante, ya que ella implica que un
proceso de transicion de estados se puede dividir en un nimero de transiciones esenciales. La Fig.
2.1 ilustra que la transicion det =ty at =1t =1t, es igual a la transicion de ty a t; y luego de t; a to. En
general, por supuesto, el proceso de transicion de estados se puede dividir en cualquier nUmero de
etapas.

4. [@(t)]" = ®(kt) parak enteroy positivo.
Demostracion:

[(I)(t)]k =eMe™...e™  (k términos)

(2.163)
="M = @ (kt)
} D(t; - to) }
X(to)
o~ AR
L@t - to) , ot - ) |
tlo t'1 tlz !
Figura 2.1

2.11.4 Método de los Valores y Vectores Caracteristicos

Ahora se estudiara un método muy poderoso para determinar la solucion de un sistema de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden, homogéneo y con coeficientes constantes. El sistema a resolver
es

X12311X1+312X2+ et A X,
Xz =0, X FapX, + - A, X, (2.164)

Xn =a, X +a X, + - +a, X

0, en forma vectorial,
X(t) = Ax(t) (2.165)
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De la teoria de ecuaciones diferenciales se sabe que si X1, Xz, ..., Xn Son n soluciones independientes
de la ecuacion lineal homogénea x = Ax en algun intervalo abierto | donde los elementos a;; de A son

continuos, entonces una solucién cualquiera de la ecuacion en | puede escribirse en la forma

X(t)=cx, (t)+c,x, (t)+ --- +c X, (1) (2.166)
paratodatenl;lasci i=1,2, ..., n,son constantes. Esto quiere decir que basta obtener n vectores
solucién linealmente independientes X1, Xz, ... , X, y entonces la Ec. (2.166) serd una solucion general

del sistema dado por la Ec. (2.164).

El procedimiento para obtener las n soluciones vectoriales linealmente independientes es analogo al
método de las raices caracteristicas usado para resolver una ecuacion lineal homogénea con
coeficientes constantes. Es decir, se anticipan vectores solucion de la forma

B
X V€ Vi
X v, eM Vv
x()y=|"21|=| 2 |=| ?|e"=ve" (2.167)
Xn _Vn e"t | Vn
donde A, vy, Vo, ..., V, SON constantes. Al sustituir
x, =v,e", % =ive", i=12 ..,n

en la Ec. (2.164), el factor e*' se cancelara y quedaran n ecuaciones lineales en las que (para valores
apropiados de A) se espera obtener los coeficientes vy, vy, ..., Vy en (2.167), de modo que x(t) = ve™
sea una solucion del sistema (2.162).

Para explorar esta posibilidad méas eficazmente, se usa la forma vectorial compacta
X = AX (2.168)
donde A = [ajj] y se sustituye la solucion tentativa x = ve con su derivada x = Ave™. El resultado es

avet = AveM

El factor no nulo e se cancela y se obtiene
Av =LV (2.169)

Esto significa que x = ve™" sera una solucién no trivial de la Ec. (2.168) siempre que v sea un valor no
nulo y A una constante para que la Ec. (2.169) se cumpla; es decir, que el producto matricial Av sea un
maultiplo escalar del vector v.

Ahora se procedera a determinar A y v. Primero se escribe la Ec. (2.169) en la forma
(M-=A)v=0 (2.170)
donde I es la matriz identidad. Dado A, éste es un sistema de n ecuaciones lineales homogeneas en las
incognitas vy, Vo, ..., Vn. Del algebra lineal se sabe que la condicion necesaria y suficiente para que el

sistema tenga una solucién no trivial es que el determinante de los coeficientes de la matriz se haga
cero; es decir, que
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det(AM —A)=|1-A|=0 (2.171)

Los ndmeros A (sean iguales a cero o no) obtenidos como soluciones de (2.171) se denominan
valores caracteristicos o propios de la matriz A.y los vectores asociados con los valores caracteristicos
A tales que Av = Av, v diferente de cero, se conocen como vectores caracteristicos o propios. La
ecuacion

7L_6‘11 —ap —a,
- A—a —a

ENE ?21 7 . (2.172)
—a, —d, }\‘:ann

se conoce como la ecuacidn caracteristica de la matriz A.

La Ec. (2.172) tiene n raices (es un polinomio en A de grado n) por lo que una matriz de n x n posee
n valores caracteristicos (contando la multiplicidad), los cuales pueden ser distintos o repetidos, reales
o complejos. Los casos se estudiaran por separado.

Valores Caracteristicos Reales y Distintos

Si los valores caracteristicos son reales y distintos, se sustituye cada uno de ellos sucesivamente en la

Ec. (2.171) y se determinan los vectores caracteristicos asociados vi, Vz, ... , Vy, los cuales darén las
soluciones

x, ()y=v,e™, x,(t)=v,e™", ..., x (t)=ve" (2.173)

Se puede demostrar que estos vectores solucién siempre son linealmente independientes. El
procedimiento para otenerlos se ilustrard mediante ejemplos.

Ejemplo 36

Encuéntrese una solucion general del sistema
X =4X +2X,
X, =3% — X,

Solucién. La forma matricial del sistema es

_ 4 2
X = X

La ecuacion caracteristica de la matriz de los coeficientes es
A—4 =2
-3 A+l
=(A+2)(A-5)=0

[A1-Al= =(A—4)(A+1)-6=2A"-31-10

y asi se obtienen los valores caracteristicos reales y distintos A; = -2 y A, = 5.
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Para la matriz de los coeficientes A del sistema, la ecuacion para los vectores caracteristicos toma la

forma
A—4 =2 ||a 0
= (2.174)
e NEN

donde el vector caracteristico asociado es v = [a b]" (la T indica la matriz transpuesta).
(@) A1 =2:
La sustitucién A = 2 en (2.172) produce el sistema

= e

6a+2b=0
3a+b=0

Obviamente, estas dos ecuaciones escalares son equivalentes y, por lo tanto, tienen una infinidad de
soluciones no nulas; por ejemplo a se puede escoger arbitrariamente (diferente de cero) y entonces
despejar b. Normalmente buscamos una solucioén “sencilla” con valores enteros pequefios (si ello es
posible). En este caso tomaremos a = 1, lo cual produce b = -3, y entonces

w4

Observacion: Si en lugar de a = 1 se hubiese tomado a = c, por ejemplo, se obtendria el vector

caracteristico
C 1
vV, = =C

Puesto que éste es un multiplo constante del resultado previo, cualquier seleccion que se haga sera
un maltiplo constante de la misma solucion.

o las dos ecuaciones escalares

(b) A =2:
La sustitucién de este valor en (2.174) produce el par de ecuaciones
—-a+2b=0
3a-6b=0

Las cuales son equivalentes. Se escoge b =1 y en consecuencia a = 2, de modo que

o

Estos dos valores caracteristicos con sus vectores caracteristicos asociados producen las dos
soluciones
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l —2t 2 5t
w0 ey e[

Es facil demostrar que estas soluciones son linealmente independientes. En consecuencia, la
solucién general del sistema dado es

X(t) =c,x (t)+¢,%, (1) =¢, Lﬂ e’ +c, {ﬂe“

Ejemplo 37
Determinese una solucion general del sistema

. 0 6
X= X
-1 -5

o6
|M—A|: =A% +51L+6
1 A+5

El polinomio caracteristico es

=(A+2)(A+3)=0

y asi se obtienen los valores caracteristicos A; = =2 y A, = =3, y la ecuacion para los vectores

caracteristicos toma la forma
A —6 |la 0
= (2.175)
1 A+5]|lb 0

siendo v = [a b]" el vector caracteristico asociado.
@ A =-2:
La sustitucién de A = -2 en (2.173) produce el sistema

FENEH

a+3b=0
Igual que en el Ejemplo 36, este sistema tiene infinidad de soluciones. Se escoge b = 1, lo cual produce

a =-3 y entonces
v = -3
S
(b) A =-3:

La sustitucion de este valor en la Ec. (2.173) produce el par de ecuaciones

o las dos ecuaciones escalares
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—-3a-6b=0
a+2b=0

las cuales son equivalentes. Se escoge b =1 y entonces a = —2, de manera que

y los dos vectores solucion asociados son

-3 -2
[Ty -

En consecuencia, la solucion general del sistema es
-3 —2
x(t)=c, e +c, g™
1 1

Valores Propios Complejos y Distintos

Si los valores propios son complejos pero distintos, el método ya descrito producira las n soluciones
independientes. La Unica complicacion consiste en que los vectores propios asociados con valores
propios complejos en general tomaran también valores complejos.

Puesto que se estd suponiendo que los elementos de la matriz A son reales, los coeficientes de la
ecuacion caracteristica (2.173) seran reales. Por lo tanto, los valores propios complejos deberén
aparecer en pares de complejos conjugados. Supdngase que A =p + jg y A* = p — jg constituyen un par
de esos valores propios. Si v es un vector propio asociado con A, es decir,

(AM-=A)v=0
entonces, al tomar el conjugado de esta ecuacion se obtiene
(A*1-A)v*=0

lo que significa que v*, el conjugado de v, es un vector propio asociado con A*. La solucion compleja
asociada con A y v es entonces v =a + jb y, por tanto,

x(t)=ve" =(a+ jb)elP It
=(a+ jb)e™ (cosqt+ jsenqt)
es decir,
x(t) =e™ (acosqgt —bsenqt) + je™ (bcosqt +asenqt)

Puesto que las partes real e imaginaria de una solucion con valores complejos son, a su vez, soluciones
del sistema, entonces se obtienen dos soluciones con valores reales

X, () =Re{x(t)}=e™ (acosqt —bsenqt)

(2.176)
X, (t) = Im{x(t)}=e" (bcosqt +asen qt)
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asociadas con los valores propios complejos p £ jg.
No hay necesidad de memorizar las formulas (2.176) y esto se vera facilmente en los ejemplos,

Ejemplo 38
Encuéntrese una solucion general del sistema

X, =4x —3X, (2.177)
X, =3, +4X, '

La matriz de los coeficientes

tiene la ecuacién caracteristica
r—4 3

|M—A|=‘
3 A-4

‘:Kz -8A+25=0

y por consiguiente los valores propios conjugados son A =4 — j3y A* =4 +}3. Sustituyendo A =4 — 3
en la ecuacion para el vector propio (Al — A)v = 0, se obtiene

. — _J3 (s - °
[(4—13)|—A]V{_3 —13}M_M

para un vector propio asociado v = [a b]". La divisién de cada fila entre —3 produce las dos ecuaciones
escalares

ja—b=0
a+jb=0

cada una de las cuales se satisface cona=1yb =j. Asi v=[1 j]" es un vector complejo asociado con
el valor propio complejo A = 4 —j3.

La solucion correspondiente para los valores complejos x(t) = ve™ de x = Ax es entonces

1 ) 1
X(t) ={ 16““3”‘ :{ }e‘“ (cos3t — jsen3t)
J J

_ ot cos3t — jsen3t
~ 7 | jcos3t+sen3t

Las partes real e imaginaria de x(t) son las soluciones con valores reales:

%, (1) =" {00331 v x,(t)=e" {—senBt}

sen 3t cos 3t

y entonces una solucién general con valores reales viene dada por
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c, cos3t—c, sen3t
X(t)zclxl (t)+C2X2 (t):e4t|: ' ? :|

c, sen3t+c, cos3t
0, en forma escalar,
x, (t) =e*' (c, cos3t—c, sen3t)
X, (t) =e* (c, sen3t+c, cos3t)
Si se hubiese utilizado el otro valor caracteristico A = 4 + j3, el vector propio asociado obtenido seria
o=t T

Ejemplo 39
Determine la solucién general del sistema

La ecuacién caracteristica es

A+4 2
1 A+2

=(A+3— j)(A+3+j) =0

|M—A|:‘ ‘:k2+6k+10

Por lo que los valores caracteristicos son A = -3 + jy A* = -3 —j. Para A = -3 + j se tiene que

1+j -2 |a| |0
1 -1+j|/b| |0
lo cual produce las ecuaciones escalares
A+ j)a-2b=0
a+(-1+j)b=0
Las cuales se satisfacen con b = 1 y a = 1j. Asi que v = [1-j1 1]" es un vector caracteristico

complejo asociado con A = —3+j. El vector caracteristico asociado con A= = —3—j es v* = [1+j1 1]".
La solucién correspondiente de vectores complejos x(t) es entonces

1- . 1-
x(t)={ 11}(‘3““ ={ 1J}e‘3t (cost +sent)

_ oot (1— j)(cost +sent) e cost+sent+ j(sent—cost)
cost+ jsent cost+ jsent

Las partes real e imaginaria de x(t) son las soluciones con valores reales:

sent —cost}

cost sent

X, (t)=e" {

cost +sent}

X, (t) :e3{
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y la solucion general con valores reales esta dada por

X (1) = 6%, (1) + %, (1) =™ {Cl (cost-+sent) +c, (Sent—cost)}
ot 272 =

c, cost+c, sent

2.11.5 Solucion Mediante Diagonalizacion de Matrices

Se dice que una matriz A = [a;;] de n x n es una matriz diagonal si a;; = 0 para i #]J. Por lo tanto, en
una matriz diagonal, todos los elementos fuera de la diagonal principal son iguales a cero.

Si Ay B son matrices de n x n, decimos que B es semejante a A si existe una matriz S no singular tal
que B = S™AS. Del Algebra Lineal se sabe que si A es una matriz de n x n que es semejante a una
matriz diagonal A =S"AS vy si las columnas de S son los vectores caracteristicos de A, entonces los

elementos de la diagonal principal de A son los valores caracteristicos de A (A no tiene valores
caracteristicos repetidos), es decir,

, 0.0
. » 0 &, -0

A =diagonal (A, ... ,A,)=S"AS= . : (2.178)
0 0---A

Ejemplo 40
Diagonalizar la matriz

Del Ejemplo 37 se tiene

3 -2 L[ -2
S=lv VZ]{ 1 J’ 3 { 1 3}

e e B

Considérese ahora la ecuacion de estado

por lo que

X=Ax+Bu (2.179)
y definase la transformacion x = Sz; entonces, sustituyendo en la Ec. (2.179), se obtiene
X=Sz2=ASz+Bu
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y despejando a z,
7=S"ASz+S'Bu (2.180)

Si S es la matriz cuyas columnas son los vectores caracteristicos de A, entonces el producto S AS=A
es una matriz diagonal y (2.180) se puede escribir como

z=Az+S"'Bu (2.181)
Es evidente que la transformacion lineal aplicada a x convierte al sistema original (2.179) con variables
de estado X1, Xo, ... , Xn €0 UN Nuevo sistema en el cual las nuevas variables de estado z;, 7, ... , z, estan

completamente desacopladas. Estas nuevas variables de estado se consiguen facilmente mediante el
método aplicado en el Ejemplo 35 y luego, a estas variables, se les aplica la transformacion x =Sz para
obtener las variables originales.

Ejemplo 41. Resolver el sistema

[ el ol

Usando el resultado obtenido en el Ejemplo 40,

z2=Az+S'Bu
o T A
= Z+
0 -3 1 3|1
{—2 0} {—2
= Z+
0 -3 3]
o 3 3EH]

2, =-22,-2, 7,(0)=-5
z,=-32,+7, 7,(0)=7

Por lo que

y usando la Ec. (2.142),
t t
7, (1) =2 (—5)+J.(—2)e’2“’”dr=—5e’2t _oe _[e?fdr
0 0
=—4e?' -1

t t
Z,(t)=e"(7)+ ISe’3("T’dr =7¢° +3e J.e?”dr
0 0

=6e" +1
de donde
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-3 -2 -4e? -1
x(t) =Sz =
1 1] 6e*+1
| 1+12e7 127
—4e% +6e

Ejemplo 43
Resolver el sistema

|4 2 0 3
X = X+ | x(0) =
-1 -2 2 1
Usando los resultados del Ejemplo 39, se tiene que
o [-3+] 0 1 [ 1 -1-jJo
Z= | Z+— .
0 -3-j -2j|-1 1-j 2
3+ i —j
_ + ] 0 os 1 j
0 -3-j 1+
171 -1-§3] |2+
z(O):S‘lx(O)z—{ J}{ }: z
—2jl-1 1-j ||1] |1 .
5 J
por lo que
. . 1
4 =(3+ Nz +A-1),  z(0)=2+]
. . 1
L, =(3-DN+A+1)). 7(0)=5-]

Entonces
t

:(E+ j]e(—?ﬂ)t +(1_ j)e(—3+j)tJ.e—(—3+j)rd,c

2 0
E-i—] (3Dt 1-] _1_ j (3t
2 SR

4-2] +1+12] (B4t
10 10
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z, = 1—] g~ (3Dt +1+ J _1+j.e—(3+j)t
2 3+] 3+
:4+2j+1—12j
10 10

e—(3+j)t

y por altimo,

- | 4—2j+1+12je(_3ﬂ.)t
1-] 1+7J| 10 10
1 1 ||4+2j 1-12j
+ e

10 10
[0.4+e® (2.6c0st - 2.23ent)} ~ {0.4 +3.406e 7 sen(t +130.24°)

|0.8+e7'(0.2cost—2.4sent) | | 0.8+2.408e™" sen(t +175.24°)

—(3+]j)t

2.11.6 Solucion por Reduccion a la Forma Candnica de Jordan

En la Seccion 2.7 se ilustro que una matriz cuadrada A con valores caracteristicos distintos puede ser
siempre reducida a una matriz diagonal mediante una transformacion lineal. En el caso en que la
ecuacion caracteristica de la matriz A (n x n) no posea n raices distintas, entonces no siempre se puede
obtener una matriz diagonal, pero se puede reducir a la forma canoénica de Jordan (ésta se define mas
adelante).

Un valor propio es de multiplicidad k si es una raiz de multiplicidad k de la ecuacién |Al — A| = 0.
Para cada valor caracteristico A, la ecuacion para el vector caracteristico asociado

(A=L)v=0 (2.182)

posee al menos una solucion no nula, de modo que hay por lo menos un vector caracteristico asociado
con A. Pero un valor caracteristico de multiplicidad k > 1 puede tener menos de k vectores
caracteristicos asociados linealmente independientes. En este caso no se puede determinar un “conjunto
completo” de los n vectores caracteristicos linealmente independientes de A que se necesitan para
formar la solucién de la ecuacién x = Ax. Considérese el ejemplo siguiente:

Ejemplo 44
La matriz

tiene la ecuacion caracteristica

A —
g(x)=|x|—A|=‘

=(A+2)*=0
4 A+4
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De aqui resulta que A tiene el valor propio A; = —2 con multiplicidad 2. La ecuacién para el vector

caracteristico es
-2 -1}l a 0
(AM=A)v= =
4 21lb 0

—2a-b=0
4a+2b=0
Por tanto, b = —2a si v = [a b]" es un vector caracteristico de A y cualquier vector caracteristico

asociado con A; = —2 de multiplicidad 2 tiene solamente un vector caracteristico independiente y es,
por consiguiente, incompleto.

o en forma escalar,

Si un valor caracteristico A de multiplicidad k > 1 no es completo se denomina defectuoso. Cuando A
tiene solamente p < k vectores caracteristicos linealmente independientes, entonces el nimero

d=k-p

de los vectores caracteristicos faltantes se Ilama el defecto del valor caracteristico defectuoso. En el
Ejemplo 44, el valor caracteristico defectuoso A = -2 tiene una multiplicidad k = 2 y un defecto d = 1
porgue solamente tiene un vector caracteristico asociado (p = 1).

Para este caso de valores caracteristicos defectuosos, el método descrito en la Seccion 2.7 producira
menos de las n soluciones linealmente independientes necesarias del sistema x=Ax y por ello se
necesita un método para encontrar las soluciones faltantes correspondientes a un valor propio
defectuoso A de multiplicidad k > 1. Considérese el caso k = 2 y supdngase que hay solamente un
vector v, asociado con A y la solucién

X, (t)=v, e" (2.183)

Por analogia con el caso de una raiz caracteristica repetida para una sola ecuacién diferencial, se
deberia esperar una segunda solucion de la forma

X, (t) =wte™ (2.184)
Al sustituir (2.184) en la ecuacioén x = Ax, se obtiene la relacion
weM +awte™ = Awte™
de la cual se deduce que w = 0 y entonces no existe una solucién no trivial de la forma (2.183).
Ahora se intentara una solucion de la forma
X, (1) =vte™ +we™ (2.185)
Cuando se sustituye la Ec. (2.185) en la relacién x = Ax, se obtiene la ecuacién

ve' +avte™ +awe™ = Avte™ + Awe™

e igualando los coeficientes de las potencias de t iguales, se obtienen las dos ecuaciones
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[AI-A]v=0 (2.186)
[AM-A]lw=-V (2.187)

Los vectores v y w deben satisfacer las Ecs. (2.186) y (2.187) para que la Ec. (2.185) sea una
solucién de x=Ax. Obsérvese que la Ec. (2.185) significa solamente que vi = v es un vector
caracteristico asociado con A, y entonces la Ec. (2.186) implica que

[M—-AFwW=—[Ll-A]v=0

En consecuencia, para el caso de un valor caracteristico defectuoso de multiplicidad 2, el método
consiste en lo siguiente:

1. Encontrar una solucion no nula de la ecuacion
[M-AFv=0 (2.188)
tal que
[M-Alv, =-v, (2.189)
no se anule y
2. Formar las dos soluciones independientes

X, (t) =v,e™ (2.190)
X, (1) = (v, t+v,)e" (2.191)
Ejemplo 45
Encuéntrese una solucion general del sistema
0 1
X :{ }x (2.192)
4 -4

En el Ejemplo 44 se encontrd que la matriz de los coeficientes A en la Ec. (2.192) tiene el valor propio
defectuoso A = -2 de multiplicidad 2. Entonces se calcula

oar 32 Y

y la Ec. (2.188) en este caso se convierte en

0 0
v, =0
oo

y en consecuencia es satisfecha por cualquier seleccion de v,. Usando ahora la Ec. (2.189), se obtiene

[ -Alv, {_i _ﬂm:_“ :{—ﬂ

de donde se obtienen las ecuaciones escalares
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—2a-b=-1
da+2b=2
y tomando b = 1 da a = 0; en consecuencia, v, = [0 1]". Las dos soluciones de (2.192) son

1
x, (t)=v,e™ :[ 2} e

§ t §
X, (1) =(v,t+v,)e? =[1_2J e

y la solucion general resultante es
x(t) = C. X (t)+ C, X, (t)

1 t
:c{ Z}e‘zwcz [1 ZJe‘“

_ C +Ct o2t
| —2¢, +¢, - 2¢,t

El vector v, en la Ec. (2.189) es un ejemplo de un vector propio generalizado. Si A es un valor
caracteristico de la matriz A, entonces un vector caracteristico generalizado de rango r asociado con A
es un vector v tal que

[M-A]'v=0 pero [A-A]"'v=0 (2.193)

Si r =1, entonces la Ec. (2.193) significa sencillamente que v es un vector caracteristico asociado con
L. Asi, un vector caracteristico generalizado de rango 1 es un vector caracteristico ordinario. El vector
v, en la Ec. (2.189) es un vector caracteristico generalizado de rango 2.

El método para multiplicidad 2 descrito anteriormente consistié en determinar un par de vectores
caracteristicos generalizados {v1, v,} tales que [rl-A]v, =—v,. Cuando la multiplicidad es superior, se
obtienen “cadenas” mas largas de vectores caracteristicos generalizados. Una cadena de longitud k de

vectores caracteristicos generalizados basados en el vector caracteristico v; es un conjunto {vi, va, ...
, Vi} de k vectores caracteristicos generalizados tales que

[Al-A]v, =-v,,

[7\,' - A]Vk,l' = _Vk72 (2194)

[AI-Alv, =-v,

ya que Vi es un vector caracteristico ordinario, [Al — AJvi = 0. Por consiguiente, de la Ec. (2.193) se
deduce que

[M-Alv, =0 (2.195)

Las Ecs. (2.194) se pueden escribir en forma compacta como
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[A—A]v, =0
[M-Alv,, =-v,, =12 ... k-1

(2.196)

donde k es la multiplicidad (rango) del valor caracteristico A.

Al comienzo de esta seccion se dijo que cuando la matriz cuadrada A (nxn) poseia valores
caracteristicos repetidos, entonces no podia ser diagonalizada. En los cursos de Algebra Lineal se
demuestra que bajo la transformacion S™AS siempre hay una seleccion de la matriz S tal que la matriz
S'AS tenga la forma canénica de Jordan, en la cual aparecen bloques de Jordan

J;, J,, ..., (1<k<n) enladiagonal principal y todos los otros elementos son iguales a cero:
J 0 0---0
0 J, 0---0
J=STAS= ? (2.197)
0O 0 0--J

Cada bloque J; es una matriz de orden n; (1 < n; < n) de la forma

A, 1 0 - 0]
0 2, 1 - 0
Jy=| e e e (2.198)
0 0 - A& 1
0 - 0 A,

donde una de las raices ; de la ecuacion caracteristica |, — A| = 0 aparece en la diagonal principal, el
namero 1 aparece en la diagonal justo encima de la diagonal principal y todos los otros elementos de la
matriz son iguales a cero.

Las columnas de la matriz S en la Ec. (2.197) se forman con los vectores caracteristicos dados por las
Ecs. (2.196).

Ejemplo 46
Resolver el sistema

2 Il w0l

En este caso, la matriz A de los coeficientes es la misma de los Ejemplos 14 y 15. Alli se determino
que la ecuacidn caracteristica |A1 — A| = 0 produce el valor propio A = —2 de multiplicidad 2 y que los
vectores caracteristicos asociados son v; = [1 —2]" y v, = [0 1]". Por lo tanto,

10 L 1o
s=lv VZ]{—z 1}’ > {2 1}

Bajo la transformacion x = Sz, la ecuacion original se convierte en
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S N B
2(0)=5"x(0) = B ﬂm ) m

,=-27,+12,, 7,(0)=1
2, =-212, +3, z,(0)=4

0, en forma escalar,

Resolviendo primero por zy:

t
3
z, =4e +3¢* J.e”dr =4 +§e’2‘ (e?)
0

t

0

03,5,
2 2

Sustituyendo ahora a z; en la ecuacion para z;, se obtiene
3 5
7, =27z, +—+—-e?', 7,(0)=1

y resolviendo,

=§+—e2t+ te™

Por lo tanto,
ol L2 1 gegen 267 _5te

Ejemplo 47
Resolver el sistema

2 0 -1] 1 1

x=| 0 0 1|x+/0], x(0)=|1
1 0 O 0 2

La ecuacion caracteristica es
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A+2 0 1
g =|M-Al=| 0 A -1 |[=22+222 +h=h(h+1)
1 0 A

De aqui resulta A; = 0 (multiplicidad 1) y A, = =1 (multiplicidad 2).

Para A, =0:
2 0 1|a 0
[M-Alv,=| 0 0 -1(b|=|0
-1 0 -1fc 0
y se obtienen las tres ecuaciones escalares
2a+c=0
-c=0
-a=0

Asi que a=c =0y b puede tener cualquier valor. Tomando b = 1 se tiene que vy = [0 1 0]".
Para A, =-1:

1 0 1]|a 0
[M-Alv,=| 0 -1 -1{b|=|0
-1 0 -1{c 0
lo que produce las tres ecuaciones escalares
a+c=0
-b-c=0
—a-c=0

Sitomamosc=1,entoncesa=1,b=-1yv,=[-1 -1 1]
Para determinar el otro vector caracteristico asociado con A, se usa la Ec. (2.196):

A= Alvs=—v,
es decir,
1 0 1ja -1
0 -1 -1ibj=—-|-1
-1 0 -1|c 0
0 en forma escalar,
a+c=1
-b-c=1

—a-c=-1
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Tomando ¢ = 1, se obtienea=0, b =2 y entonces v = [0 —2 1] .
Ahora se forma la matriz S =[v; v, v3]:

0O -1 O
S=| 1 -1 -2
o 1 1
de donde
1 2
S*=|-1 0 0
1 0 1

Bajo la transformacion x = Sz, el sistema original se transforma en

0O 0 O 1
z=| 0 -1 1ljz+|-1
0O 0 -1 1
con
1 1 1 6
z(0)=|-1 O 1|=|-1
1 0 1|2 3
o en forma escalar,
z, =1, z,(0)=6
2, =-12,+12,-1, z,(0)=-1
7, =—-17,+1, z,(0)=3
Resolviendo,
t
21:6+Idr:6+t
0
t
z,=3¢" +e’tIerr:1+ 2e”"
0
Entonces,
2, =-2,+1+2e' -1, z,(0)=-1
0

t
7, =—e ' e je’ (2e)dr=—e"+2te"

0



y por consiguiente,
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X, -1 0 6+t
X=|X, |=Sz= -1 -1f|-e"+2te”
X, 0 1 1} 1+2e"

et —2te™
=|4+t—3e "' -2te™"
1+e ' +2te"
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Problemas

2.1 Tales conceptos como memoria, invariabilidad en el tiempo, linealidad y causalidad también son
validos para sistemas de tiempo discreto. En lo que sigue, x[n] se refiere a la entrada a un sistema y
y[n] a la salida. Determine si los sistemas son (i) lineales, (ii) sin memoria, (iii) invariables en el
tiempo y (iv) causales. Justifique su respuesta en cada caso

(@) y[n] = log{[x[n]}

(b) yIn] = x[n]x[n-2]

(¢) y[n]=nx[n]+3

(d) y[n]=x[n]+2x[n-1]

© yInl= > x[K]

(0 yInl=> xin-K]

(9) y[n]=mediana de { x[n—1],x[n], x[n+1]}

x[n], n>0
-x[n],n<0

(h) y[n]={
2.2 Evalde las siguientes convoluciones:

(@) rect(t/a)*d(t—a)

(b) rect(t/a)=rect(t/a)

(c) rect(t/a)=rect(t/2a)

(d) rect(t/a)*u(t)*%éi(t)

(e) rect(t/a)*[d(t)+d(t+a)]
(f) {rect(t/a)—2rect[(t—3a/a]}*5(t+a)
(9) sgn(t)=rect(t/a)
2.3 Para las sefiales x[n] y h[n] dadas, determine la convolucion y[n] = h[n]*x[n]:
@ x[n]=1, -5<n<5,  h[n]= (1) u[n]

(b) x[n]=3", n<QO, h[n]=1, 0<n<9



148

(¢) x[nl=u[n]
h[n]=(3)"uln]

(d) x[n]=8[n]+28[n-1]+(3) uln]
h[n]=(3)"uln]

1 0<n<5

) X[n]:{—l 6<n<10

h[nl=(%) uln]+(%) uln]
() x[n]=nu[n]
h[n]=u[n]—-u[n—N]
2.4 Halle la convolucion y[n] = h[n]*x[n] para cada uno de los dos pares de secuencias finitas dadas:
x[n]={1,-1,4,-%,11,  h[n]={1-11,-1}
T
(b) x[n]1={1,2,3,0,-1}, h[n]={2,-1,3,1,-2}

(@)

(€ x[n]={-1%,2-11}, h[nl={11111}

2.5 Determine graficamente la convolucion de los pares de sefiales mostrados en la Fig. P2.5.

X(t) h(t) x(®) h(t)

1 L=--

1

1
_————
[N

@ (b)

Figura P.2.5
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2.6 Use la integral de convolucion para hallar la respuesta y(t) del sistema LIT con respuesta al
impulso h(t) a la entrada x(t).

(@) x(t)=2exp(-2t)u(t), h(t) =exp(-t)u(t)
(b) x(t) =texp(=2t)u(t), h(t) =exp(-t)u(t)
(©) x(t) =texp(-t)u(t), h(t) =exp(®)u(t)
(d) x(t) =exp(=3t)u(t), h(t) =rect(t/2)

(e) x(t)=(2+t)exp(-2t)u(t), h(t) =exp(-t)u(t)

2.7 La correlacion cruzada de dos sefiales diferentes se define como

o0

R, (t)=jx(r)y(r—t)dr=Ix(r+t)y(r)dr

(@) Demuestre que

Ry (1) =x(t)*y(-t)
(b) Demuestre que la correlacién cruzada no obedece la ley conmutativa.
(c) Demuestre que Ryy(t) es simétrica [Ryy(t) = Ryx(-t)].

2.8 Determine la correlacion cruzada entre una sefial x(t) y la sefial y(t) = x(t-1) + n(t) para
B/A=0.01y 1, donde x(t) y n(t) son como se muestra en la Fig. P2.8.

X(t) n(t)

A Bl
3/2
0 1 t 0 1 2 t
-BH
Figura P2.8

2.9 La autocorrelacion es un caso especial de la correlacion cruzada con y(t) = x(t). En este caso,
R, (t)=R, (t):J.x(r)x(rH)dr

(a) Demuestre que
R, (0)=E, laenergiadex(t)

(b) Demuestre que
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R, (t)<R, (0) (use ladesigualdad de Schwartz)

(c) Demuestre que la autocorrelacion de z (t) =x(t) + y (t) es

R, () =R, (1) +R, (1) +R, (1)

2.10 Considere un sistema LIT cuya respuesta al impulso es h(t). Sean x(t) y y(t) la entrada y salida del
sistema, respectivamente. Demuestre que

211

2.12

2.13

R, (1) =R, (t)*h(t)*h(-t)

La entrada a un sistema LIT con respuesta al impulso h(t) es la exponencial compleja exp (jwt).
Demuestre que la salida correspondiente es

y(t) =exp(jot)H (v)

donde

H (m):jh(t)exp(—jmt)dt

Determine si los siguientes sistemas LIT de tiempo continuo son causales o no causales, estables
o inestables. Justifique sus respuestas.

(a)
(b)
(©)
(d)
(€)
(f)
()
(h)
(i)

h(t) =exp(-2t)sen3tu (t)
h(t) =exp(2t)u (-t)

h(t) =texp(=3t)u (t)

h(t) =texp(3t)u(t)

h(t) =exp(—| t |)

h(t) =rect(t/2)

h(t) =5(t)

h(t) =u(t)

h(t)=(1-| t]) rect (t/2)

Determine si cada una de los siguientes sistemas es invertible. Para aquellos que lo son, halle el
sistema inverso.

(@)
(b)
(©)
(d)
(€)

h(t)=05(t+2)
h(t)=u(t)
h(t)=05(t-3)
h(t) =rect(t/4)
h(t) =exp(-t)u (t)
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2.14 Considere los dos sistemas mostrados en las Figs. P2.14(a) y P2.14(b). El sistema 1 opera sobre
X(t) para producir una salida y;(t) que es dptima acorde con algun criterio especificado. El sistema
Il primero opera sobre x(t) con una operacion invertible (subsistema ) para obtener z(t) y
entonces opera sobre z(t) para producir una salida y,(t) mediante una operacion que es 6ptima de
acuerdo al mismo criterio que en el sistema I.

(@) ¢Puede el sistema Il comportarse mejor que el sistema I? (Recuerde la suposiciéon de que el
sistema | es la operacion optima sobre x(t)).

(b) Reemplace la operacion Optima sobre z(t) por dos subsistemas, como lo muestra la Fig.
P2.14(c). Ahora el sistema completo trabaja tan bien como el sistema I. ;Puede el nuevo
sistema ser mejor que el sistema 11? (Recuerde que el sistema Il ejecuta la operacion optima
sobre z(t)).

(c) ¢Qué concluye de las partes (a) y (b)?
(d) ¢ Tiene el sistema que ser lineal para que la parte (c) sea verdad?

Sistema | Sistema II !
Xt | oge:?r%';” A x(t) | Preporcesamiento | z(t) | Operacion 6ptima | | y)
> P —> ”|  subsistema | ”| sobre z(y) *
sobre x(t) |
(a) (b)
2(t) Inverso del XO I sisterna | Y0
> subsistema | ”

(c)

Figura P2.14

2.15  Determine si el sistema en la Fig. P2.15 es estable (entrada acotada — salida acotada)
h (1) =exp(=2t)u(t)  h, (1) =2exp(-t)u(t)
hy(t) =3exp(Hu(®)  h,(t)=45(t)

Y

() ha(t)
| D o
A

hs(t) ha(t)

Y

x(t)

Y
Y

Figura P2.15
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2.16 Las sefiales en la Fig. P2.16 son la entrada y la salida de un cierto sistema LIT. Grafique las
respuestas a las entradas siguientes:

(@ x(t-3) ©

) 2x(1) ; , | Y0

(c) —x(®)

(d) x(t—2)+ 3x(t) -1 0 1t -2 0 2t
dx(t) Figura P2.16

(e) dr gura

2.17 Determine la respuesta al impulso del sistema inicialmente en reposo mostrado en la Fig. P2.17.

L
YY" YN o
+
» x(t) - y(t)
x(t) <_> R y(t) — 3| Sistema ——>»
—O0
Figura P2.17

2.18 Determine la respuesta al impulso del sistema inicialmente en reposo mostrado en la Fig. P2.18.
Use este resultado para hallar la salida del sistema cuando la entrada es

(8) u(t-3)
(b) u(t+§)
(c) rect(t/6), donde 6=1/RC

! |

| R '

| AVAYAY =0
I +

! | , t

x(t) =e(t) (_)i C A~y L» Sistema _y()>

!

| -

| |

Figura P2.18
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2.19 Repita el Problema 2.18 para el circuito mostrado en la Figura P2.19.

i C !
o
l |+
i : t ¢
x(t) =e(t) C_)i Rgi y (1) L Sistema _y(),
i —o
Figura P2.19

2.20 Resuelva las siguientes ecuaciones en diferencias por iteracion:
@ y[nl+y[n-1]1+y[n-2]=x[n], n>0
y[-11=0, y[-2]=-1, x[n]=(3)"
(b) y[nl-3y[n-11-5y[n-2]=x[n]-3x[n-1], n=0
y[-11=1, y[-2]=0, x[n]=(3)"
© yIn]-yIn-1]+gy[n-2]=x[n], n=0
y[-11=1, y[-2]=1, x[n]=2"
(d) y[n+2]+2y[n+1]+5y[n]=x[n], n>0
y[11=0, y[0]=1, x[n]=(3)"
(e) y[n]=x[n]-3x[n-1]+2x[n—2]—x[n—3]
x[n]=u[n]
2.21 (a) Determine la respuesta al impulso del sistema mostrado en la Fig. P2.21. Suponga que
h[n]=(3)"uln], h[n]=8[n]-18[n-1], h,[n]=u[n]-u[n-5] y h,[n]=(%)"u[n].

(b) Determine la respuesta del sistema a una entrada igual a un escaldn unitario.
2.22 (a) Repita el Problema 2.21 si

hInl=(2)"ulnl h,[n1=8[n] h,[n]=h,[n]=(%)" uln]

(b) Determine la respuesta del sistema a un escalon unitario.
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2.24
2.25

2.26

2.27
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hy[n]

Y

hy[n]

Y

hs[n] +——

>N
\ 4

ha[n]

Y

Figura P2.21

Determine las raices caracteristicas y las soluciones homogéneas de las siguientes ecuaciones en
diferencias:

(@ y[nl+2y[n-1]+2 y[n-2]=x[n]-x[n-1], n>0
y[-1]=1, y[-2]=0
(b) y[n]+y[n-1]+;y[n-2]=x[n], n=0
y[-1l=-y[-2]=1
() y[n]+y[n-1]+5y[n-2]=x[n], n>0
y[-1]1=1, y[-2]=0
(d) y[n]-3y[n-1+2y[n—2]=x[n], n=0
y[-1=1 y[-2]=1
(e) y[n+2]-5y[n+1]-=y[n]=x[n]+3x[n+1], n>0
y[A]=0, y[0]=1
Halle las respuestas al impulso de los sistemas en los Problemas 2.22 y 2.23.
Demuestre que cualquier sistema que pueda describirse por una ecuacion diferencial de la forma

dy(t) <G dy(t) < d“x(t)
dt" +;ak(t)T_;bk(t) dt*

es lineal (suponga que el sistema esta inicialmente en reposo).

Demuestre que cualquier sistema que pueda describirse por la ecuacion diferencial en el
Problema 2.25 es invariable en el tiempo. Suponga que todos los coeficientes son constantes.

Considere un pendulo de longitud ¢ y masa M como se muestra en la Fig. P2.27. El
desplazamiento desde la posicion de equilibrio es /6, por lo tanto la aceleracion es ¢0". La
entrada x(t) es la fuerza aplicada a la masa M tangencial a la direccion de movimiento de la masa.
La fuerza restauradora es la componente tangencial Mgsen®©. Desprecie la masa de la barra 'y la
resistencia del aire. Use la segunda ley del movimiento de Newton para escribir la ecuacion
diferencial que describe al sistema. ;Es este sistema lineal? Como una aproximacion, suponga
que 6 es lo suficientemente pequefia para la aproximacion sen©~0. (Es lineal este ultimo
sistema?
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Masa M

Figura P2.27

2.28 (a) Al resolver ecuaciones diferenciales en una computadora, podemos aproximar las derivadas
de orden sucesivo con las diferencias correspondientes en incrementos del tiempo discretos, T. Es
decir, reemplazamos

d x(t)
t =
y (1) P
por
x(nT)—x((n-=1)T
J(nTy = X =x(-1)T)
T
y
dy(t) d?y(t)
t = =
2(t) dt dt?
por
2(nT) = y(nT)—=y({(n-1T) _ x(nT)—2x((n—12T)+x((n—2)T), otc.
T T
Use esta aproximacion para derivar la ecuacion que se usaria para resolver la ecuacion
diferencial
dy(t)
2 t)=x(t
it +y(t)=x(t)

(b) Repita la parte (a) usando la aproximacion de las diferencias directas
dx(t) x((n+1)T)—x(nT)
dt T

2.29 Verifique que el sistema descrito por la ecuacion diferencial

d?y(t dy (t
y()+a y(t)
dt? dt

+by(t)=cx(t)
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es realizado por la interconexion mostrada en la Fig. P2.29.

KO—>] ¢ [—>P—» j o

> y(t)

Figura P2.29

2.30 Para el sistema simulado por el diagrama mostrado en la Fig. P2.30, determine las ecuaciones
diferenciales que describen el sistema.

X(t)

Y Y \

2 4 1

& & &

PH— I > H—> I >D—5—> V()
A A

3 1

A A

Figura P2.30

2.31 Considere el circuito RLC en serie mostrado en la Fig. P2.31.

(@) Derive la ecuacion diferencial de segundo orden que describe el sistema.
(b) Determine los diagramas de simulacién de la primera y segunda forma.

R L
| — —

x0 () C D y(t)

Figura P.2.31
2.32 Dado un sistema LIT descrito por
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y"(t)+3y"(t) —y'(t) -2y (t) =3x"(t) —x(t)
Halle los diagramas de simulacion de la primera y segunda formas candnicas.
2.33 Determine la respuesta al impulso del sistema inicialmente en reposo mostrado en la Fig. P2.33.

V() =Ve () x(—] Sistema | ()

x(®) =v(t(F) R

Figura P2.33

2.34 Halle los dos diagramas canonicos de simulacion para los sistemas de los Problemas 2.22 y 2.23.
2.35 Resuelva las ecuaciones de estado siguientes cualquiera de los métodos estudiados en este

capitulo.

1 2.
0 1 0 0 1 6 -5 1 1
x={ 0 0 1(x+(0|. x(0)=|2 x={ 1 0 2|x+|1|, x(0)=|3
-2 -1 =2 1 3 2 4 2 1

3 4.
0 1 -1 2 3 0 1 0 0 0
x=| -6 -11 6|x+|1|, x(0)=|2 x= 0 0 1ix+|0|, x(0)=|1
-6 -11 5 0 0 -25 -35 -11 1 3

5 6.
-3 2 0 1 3 -9 1 0 2 3
x=/-1 -1 1|x+|{1]|, x(0)=|2 X=|-26 0 1ix+|5], x(0)=|4
-5 -2 -1 2 0 —24 0 0 0 0

7 8.
010 0 3 -1 10 0 0 3
x=[2 0 1|x+|0|, x(0)=|2 x=| 0 0 1|x+[0|, x(0)=|4

0 2 3 1 0 0 -20 -10 5 0
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9 10.
010 0 0 -1 2 -1 0 1
x=[2 0 1|x+|1|, x(0)=|5 x=| 0 -2 O0x+(0|, x(0)=|1
0 2 3 1 1 1 0 -1 1 1

11. 12.
-1 1 0 1 1 0 0 1 0 3
x=| 0 -1 O0O|x+|0|, x(0)=1 x= 1 0 -1|x+|0|, x(0)=|0
0 0 -1 1 2 -5 0 -3 2 2

2.36 Resuelva las ecuaciones diferenciales siguientes reduciéndolas primero a una ecuacion de estado.

d?x _dx d
1. +3—+2x=4, =2, x(0)=L1
a2 dt dt|
d3x _d?x  dx 2x dx
2. ——2——A4—+4x=4, =5 — =3, x(0)=1
dt® dt? d 2 dt
t=0 t=0
d2x X
3. +4—+4x=>5t, =-1, x(0)=1
dt? dtl,_,
d*x _d®x _d?x d3x d2x dx
4 S43——42--=20, —| =6, ——| =-2, —| =1 x(0)=1
dt Cde o dt dt | . de | dt,,
d3x _d?x dx d?x dx
5. —4+7-419—13x=5, --12, | =2, x(0)=0
dt? t2 t t2 dt|
t=0 t=0
d?x X dx
6. ~+4—+5x=8sent, —| =2, x(0)=1
a2 dt o
d3x _d®x  dx d?x dx
7. —42 2+ _=t! 2 =51 T :_11 X(0)=2
dt? dt dt dt dt|
t=0 t=0
2
8. d +x=10e"", dx =3, x(0)=2
dtt:0
d?x _dx d
9. +2—x=t+2, —| =1, x(0)=0
dt*> dt dt|_,
d?x dx , d
10, —+—+425x=t*+1, —| =1, x(0)=0
d? ' dt dt|, |
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-5, x(0)=3

x(0) =5



CAPITULO TRES

ANALISIS DE FOURIER

TIEMPO CONTINUO
Introduccion

La representacion de la sefial de entrada a un sistema (entendiendo como sistema un conjunto de
elementos o bloques funcionales conectados para alcanzar un objetivo deseado) de tiempo continuo
lineal e invariable en el tiempo (LIT), como una integral ponderada de impulsos desplazados conduce a
la integral de convolucion. Esta representacion de sistemas LIT de tiempo continuo indica cémo la
respuesta de tales sistemas, para una entrada arbitraria se construye a partir de las respuestas a los
impulsos unitarios desplazados. Entonces, la integral de convolucion no sélo proporciona una manera
conveniente de calcular la respuesta de un sistema LIT, suponiendo conocida su respuesta al impulso
unitario, sino que también indica que las caracteristicas de un sistema LIT son especificadas
completamente por su respuesta al impulso unitario. A partir de este hecho se pueden analizar en
detalle muchas de las propiedades de los sistemas LIT y relacionar estas propiedades con las
caracteristicas equivalentes de las respuestas al impulso de tales sistemas.

En este trabajo se desarrollara una representacion alterna para las sefiales y los sistemas LIT. El punto
de partida de esta discusion es el desarrollo de una representacion de sefiales como sumas ponderadas
de un conjunto de sefiales basicas, las sefiales exponenciales complejas. Las representaciones
resultantes son conocidas como la serie y la transformada de Fourier y, como se verd, estas
representaciones se pueden emplear para construir diferentes clases de sefiales. La idea central de la
representacion es la siguiente: Dada una secuencia de funciones us(t), ux(t), us(t), ... que tienen, en un
intervalo (a, b), la propiedad de ortogonalidad:

b

jum (t)u: (t)dt=0

a

siempre que n=m¢(el asterisco indica el conjugado complejo), se desea expandir una funcion
“arbitraria” f(t) en una serie infinita de la forma

f(t) :Clul (t)+C2 (t)U2 (t)+C3 (t)us (t)+---

A primera vista, esto parece bastante sencillo. Para determinar C, para cualquier valor fijo de n,
multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por uy, (t) e integramos en el intervalo (a, b):
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jfumﬂom=quamﬂum+gj%ammmm+n

Debido a la propiedad de ortogonalidad, todos los términos en el lado derecho se anulan excepto el n-
ésimo y se obtiene

juoqmmzqﬂwan

y esta relacion se puede resolver para obtener C,,.

Las sefiales con las cuales se trabaja normalmente son magnitudes variables en el tiempo; por
ejemplo, en las comunicaciones eléctricas, ellas son el voltaje y la corriente. La descripcion de una
sefial x(t) usualmente existe en el dominio del tiempo, donde la variable independiente es el tiempo t.
Para muchas aplicaciones, con frecuencia es mas conveniente describir las sefiales en el dominio de la
frecuencia f, donde la variable independiente es la frecuencia f. Asi, si la sefial existe fisicamente en el
dominio del tiempo, entonces se puede decir que ella consiste de diferentes componentes en el dominio
de la frecuencia y esas componentes en conjunto se denominan el espectro.

El andlisis espectral basado en la serie y la transformada de Fourier es una herramienta poderosa en
muchas ramas de la ingenieria. Como consecuencia, la atencion en este trabajo se centrara en la teoria
de Fourier antes que en otras técnicas como, por ejemplo, la transformacién de Laplace y el analisis en
el dominio del tiempo. Primero, el dominio de la frecuencia es esencialmente un punto de vista de
régimen permanente Yy, para muchos propdsitos, es razonable restringir nuestra atencion al
comportamiento en régimen permanente de los sistemas bajo estudio. En realidad, teniendo en cuenta
la multitud de sefiales posibles que un sistema puede manejar, seria imposible encontrar soluciones
detalladas de las respuestas transitorias para cada una de ellas. Segundo, el analisis espectral permite
considerar clases completas de sefiales que poseen propiedades similares en el dominio de la
frecuencia. Esto no sélo conduce a un conocimiento méas profundo en el andlisis, sino que es de gran
valor para el disefio. Tercero, muchas de las componentes de un sistema se pueden clasificar como
dispositivos lineales e invariables en el tiempo; siendo asi, se pueden describir por sus caracteristicas
de respuesta en frecuencia, las cuales, a su vez, facilitan aiun mas el analisis y el trabajo de disefio.

Por lo tanto, este capitulo esta dedicado al analisis de sefiales y sus respectivos espectros, poniendo
atencion especial a la interpretacion de las propiedades de esas sefiales en el dominio de las
frecuencias. Se examinaran los espectros de lineas basados en la expansion en serie de Fourier para
sefiales periddicas y en los espectros continuos basados en la transformada de Fourier de sefiales
aperiddicas. Finalmente, estos dos espectros se conjugaran con la ayuda del concepto de la respuesta al
impulso.

Como primer paso, se deben escribir las ecuaciones que representan las sefiales en funcién del tiempo,
pero sin olvidar que esas ecuaciones son so6lo modelos matematicos del mundo real y, por lo general,
son modelos imperfectos. En efecto, una descripcion completamente fiel de la sefial fisica méas sencilla
seria demasiado complicada e impractica para los propdsitos de la ingenieria. Por lo tanto, se tratara de
idear modelos que representen con una complejidad minima las propiedades significativas de las
sefales fisicas. El estudio de muchos modelos diferentes para las sefiales proporciona la informacion
necesaria para seleccionar modelos apropiados para aplicaciones especificas.
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3.1 Respuesta de Sistemas LIT a Exponenciales Complejas

En el estudio de sistemas LIT es ventajoso representar las sefiales como combinaciones lineales de
sefiales basicas que posean las propiedades siguientes:

1. El conjunto de sefiales basicas se puede usar como base para construir una clase de sefiales amplia y
de mucha utilidad.

2. La estructura de la respuesta de un sistema LIT a cada sefial basica debe ser lo suficientemente
sencilla como para proporcionar una representacion conveniente de la respuesta del sistema a
cualquier sefial construida como una combinacion lineal de sefiales basicas.

En sistemas LIT de tiempo continuo, estas dos ventajas son proporcionadas por el conjunto de
exponenciales complejas de la forma e®, en donde s es una variable compleja. Considérese, por
ejemplo, un sistema LIT con entrada x(t) y cuya funcion de transferencia H(jm), s = jo en este caso, se
define de tal forma que cuando x(t)=e’* , lasalidaesigual a H(jw)e'; es decir,

_y(@®
X(t) x (t)=et

H(jo) (3.1)

Combinando la Ec. (3.1) con el principio de superposicion, se deduce que si x(t) es una combinacion
lineal de sefiales exponenciales, digamos

x(t)=a,e' +a,e’ + ... (3.2)
donde aj, az, ... son constantes, entonces
y(t)=a,H(jo,)e"™ +a,H (jo,)e"™ + - (3.3)
y H(joy) representa la funcion H(jw) evaluada en o, etc.

Generalizando a la sefial compleja e*, la respuesta de un sistema LIT a este tipo de sefial, como se
verd mas adelante, es la misma exponencial compleja modificada por un factor de multiplicacion, es
decir,

et — H(s)e" (3.4)

donde el factor complejo H(s), llamado la funcion de transferencia, sera en general una funcion de la
variable compleja s. Una sefial para la cual la respuesta del sistema es igual a la entrada multiplicada
por una constante (posiblemente compleja) se conoce como una funcién caracteristica del sistema, y el
factor de amplitud se conoce como un valor caracteristico. O sea que el valor caracteristico de un
sistema LIT de tiempo continuo asociado con la funcién caracteristica e® estd dado por H(s) cuyo
valor lo determina el valor de s a través de la Ec. (3.7) (mas adelante).

Para mostrar que las exponenciales complejas son en efecto funciones caracteristicas de los sistemas
LIT, considérese uno cuya respuesta al impulso es h(t). Para una entrada x(t), se puede determinar la
salida empleando la integral de convolucion, de manera que si x(t) =¢e*, se tiene que
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y(t):Th(r)x(t—r)dr
= T h(t)e’" dr (3.5)

e J.h(t)e‘“dr

Entonces la respuesta a la excitacion exponencial e* es de la forma
y(t)=H(s)e" (3.6)

donde H(s)[] es una respuesta compleja cuyo valor depende de s y que estd relacionada con la
respuesta al impulso del sistema por

H (s):Th(r)e“dr (3.7)

Como ya se vio, si X(t) es una combinacién lineal de exponenciales complejas aplicada a un sistema
LIT, la respuesta es la suma de las respuestas a cada una de las exponenciales por separado. En forma
general,

Z:akeSkt — Zak H (s, )e* (3.8)
k k

Entonces, para un sistema LIT, si se conocen los valores caracteristicos H(sk), la respuesta a una
combinacion lineal de exponenciales complejas se puede obtener de manera directa.

3.2  Representacion de Sefiales Usando Series de Fourier

3.2.1 Sefales Periddicas y Combinaciones Lineales de Exponenciales Complejas

Una sefial es periddica si para algin valor de T diferente de cero la sefial obedece la relacion
x(t)=x(t+T), —o<t<ow (3.9)

El menor valor de T > 0 que satisface la Ec. (3.9) se denomina el periodo fundamental de x(t), To, 0
simplemente el periodo de x(t). Observe que la definicion dada en (3.9) también puede escribirse en la
forma

x(t)=x(t£mT,),  —omo<t<oo (3.10)

donde m es un entero. Esta Gltima ecuacion simplemente dice que desplazando la sefial un namero
entero de periodos hacia la izquierda o hacia la derecha en el eje del tiempo no produce cambios en la
onda. Como consecuencia, una sefial periddica se describe completamente especificando su conducta
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en cualquier periodo. Una sefial para la cual no existe ningun valor de T que satisfaga la Ec. (3.9) se
denomina no-periddica o aperiodica.

El valor
W, = _ZI_—OTE (3.11)
se conoce como la frecuencia angular fundamental (en rad/s).
Dos sefiales basicas conocidas son la sinusoide
X(t) =cos w,t (3.12)
y la exponencial compleja periodica
X(t) = el (3.13)

Estas dos sefiales son periodicas con frecuencia fundamental ®, y periodo fundamental
T, =2n/w, =1/ f,, donde fy es la frecuencia fundamental (en Hz). Para la funcion x(t) =cos o,t y

cualquier valor de t, se tiene que

2n
t+T,) = t+— |= t
cos| @, (t+T,) | coswo( +w0j Cos ,

lo que muestra que su periodo fundamental es T, =27t/ .

Con la sefial de la Ec. (3.13) se encuentra asociado el conjunto de funciones exponenciales
complejas relacionadas arménicamente,

_ glent _ gi2nht k=0, +1, +2, --- (3.14)
k

Cada una de estas sefiales tiene una frecuencia fundamental que es un mdaltiplo de wy Yy, por lo tanto,
cada una de ellas es periodica con periodo fundamental T, [aunque para |k| > 2 el periodo fundamental
de ¢x(t) es una fraccion de Ty]. Asi que una combinacion lineal de exponenciales complejas
relacionadas armonicamente de la forma

x(t) = chej"‘”Ot - chejz’fkfOt (3.15)
k=—o0 k=—o0

es también periddica con periodo Ty . En la Ec. (3.15), el término para k = 0 es un término constante o
CD. Los dos términos k = +1 y k = -1 tienen ambos un periodo fundamental igual a Ty y Sse conocen
como las componentes fundamentales o como las primeras componentes armonicas. Los dos términos
para k =+2 y k = -2 son periddicos con la mitad del periodo (o, equivalentemente, el doble de la
frecuencia) de las componentes fundamentales y se les conoce como las componentes de la segunda
armoénica. Mas generalmente, las componentes para k=+Ny k = — N se conocen como las
componentes de la N-esima armonica.

La representacion de una sefial periddica es un espectro de lineas obtenido mediante una expansion
en serie de Fourier como la de la Ec. (3.15). La expansion requiere que la sefial tenga potencia
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promedio finita. Como la potencia promedio y otros promedios temporales son propiedades
importantes de las sefiales, ahora procederemos a formalizar estos conceptos.
Dada cualquier funciéon x(t), su valor promedio para todo el tiempo se define como
1 T/2
<xa»:4gg?-j x(t)dt (3.16)
-T/2
La notacion (x(t)) representa la operacion de promediar, la cual comprende tres pasos: (i) integrar x(t)
para obtener el area bajo la curva en el intervalo —T/2 <t < T/2; (ii) dividir esa &rea por la duracion T

del intervalo de tiempo, y (iii) hacer que T — oo para cubrir todo el tiempo. En el caso de una sefial
periddica, la Ec. (3.16) se reduce al promedio durante cualquier intervalo de duracion Ty, vale decir,

t+To

1 1
<um=ﬁ-1xmm=ﬁiuom (3.17)

donde t; es un tiempo arbitrario y la notacién |1, representa una integracion desde cualquier valor
arbitrario t; hasta t;+Ty, es decir, integracion por un periodo completo.

Si x(t) es el voltaje entre las terminales de una resistencia R, se produce la corriente i(t) = x(t)/R y se
puede calcular la potencia promedio resultante, promediando la potencia instantanea

x(t)xi(t)=x*(t)/R=Ri’(t) . Pero no necesariamente se sabe si una sefial dada es un voltaje o una

corriente, asi que se normalizarda la potencia suponiendo de aqui en adelante que R = 1 Q. La definicion
de la potencia promedio asociada con una sefial periddica arbitraria se convierte entonces en

PE<|X(t)|2>:Tij|X(t)|2dt (3.18)

donde se ha escrito |x(t)|? en lugar de x’(t) para permitir la posibilidad de modelos de sefiales
complejas. En cualquier caso, el valor de P seréa real y no negativo.

Cuando la sefial en la Ec. (3.18) existe y da como resultado que 0 < P < oo, se dice que la sefial x(t)
tiene una potencia promedio bien definida y se denominara una sefial de potencia periddica. Casi todas
las sefiales periddicas de interés practico caen en esta categoria. El valor promedio de una sefial de
potencia puede ser positivo, negativo o cero, pero esta acotado por

| x(t)|<[PT,
valor que proviene de la relacion integral
2
Huwm‘sﬂunfm

Algunos promedios de sefiales pueden determinarse por inspeccion, usando la interpretacion fisica
del promedio. Como un ejemplo especifico, considérese la sinusoide

X(t) = Acos (m,t+d)

para la cual
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A2
<X(t)>=0, P=7

La energia disipada por la sefial x(t) en el intervalo de tiempo (-T/2, T/2) esta dada por

T/2
E= [ [x([ dt (3.19)

-T2

Se dice que una sefal x(t) cualquiera es una sefial de energia si y s6lo si 0 < E < oo, donde

T/2
E =lim j | x(t) [ dt (3.20)

—T/2
3.2.2 Series de Fourier

La representacion de una sefial periodica en la forma de la Ec. (3.15) se conoce como la
representacion en serie de Fourier. Especificamente, sea x(t) una sefial de potencia con periodo
T, =2n/w, =1/ f, . Su expansion en una serie de Fourier exponencial es

x(t) = z.o:ckej"‘”Ot = zm:ckejthkfot (3.21)

k=-o0 k=—o0

Si x(t) es una funcion real, entonces x*(t) = x(t) y, por tanto,
x*(t) = x(t) = i cre Jent
k=—o0

Reemplazando k por —k en la sumatoria, se tiene que

x(t) = icike"""’Ot

k=—00

la cual, al compararla con la Ec. (3.21), requiere que ¢, =c”, , 0, en forma equivalente, que

C =C_, (3.22)

Ahora se determinarén los coeficientes ax. Multiplicando ambos lados de (3.21) por e ™' | se obtiene
x(t)e ot = Z c e lkantgrinant (3.23)
k=—0

Ahora se integra ambos lados de esta relacion desde 0 hasta Ty = 2nt/ay Y Se obtiene
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Ty ©

Ty
J‘X(t)e_jn(not dt — J- Z Ckejku)ote— jnwotdt

0 0 k=—0

donde Ty es el periodo fundamental de x(t). Intercambiando el orden de la integracion y la sumatoria,
da

To To

jx(t)e—i“%‘dtz >a, je“k‘”)‘*’O‘dt (3.24)
k=—o0

0 0

Aqui se esta suponiendo que las condiciones sobre la integracion y la serie son tales que permiten el
intercambio. Para k =n,

To

J‘ej(k—n)wotdt: 1 o I (k-n)oxt
J(k=n)o,

T 1
o j(k—n)w,

I:ej(k—n)Zn —1:|=0

0

puesto que e’ ™2™ =1 (k y n son enteros). Si k = n, entonces

To
Im=n
0

y, por tanto, el lado derecho de la Ec. (3.24) se reduce a ToCn. Por consiguiente,

1 To 1 Ty
c, Z—J‘X(t)efj”"’otdt :_.[X(t)e—jZnnfotdt K
To o T

09

n (3.25)

la cual es la relacion buscada para determinar los coeficientes. La integracion en (3.25) es para
cualquier intervalo de longitud To.

A la Ec. (3.21) a menudo se le refiere como la ecuacion de sintesis y a la Ec. (3.25) como la ecuacion
de analisis. Los coeficientes {cc} se conocen como los coeficientes de la serie de Fourier de x(t) o los
coeficientes espectrales de x(t). Puesto que, en general, los coeficientes son cantidades complejas, se
pueden expresar en la forma polar

¢ =|c, e’
Asi que la Ec. (3.21) expande una sefial periédica como una suma infinita de fasores, siendo
Ckejkwot :| C, |ejargak ejkwot
el termino k-ésimo.

Obsérvese que x(t) en la Ec. (3.21) consiste de fasores con amplitud |ck| y angulo arg(ck) en las

frecuencias kawy = 0, o, +2wo, .... De aqui que el grafico correspondiente en el dominio de la
frecuencia sea un espectro de lineas bilateral definido por los coeficientes de la serie. Se da un mayor
énfasis a la interpretacién espectral escribiendo

C(k(Do) = Ck
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tal que ‘a(kmo)‘ representa el espectro de amplitud en funcion de f u o y arg[c(kmo)] representa el

espectro de fase. La Ec. (3.22) da una propiedad espectral importante para sefiales de potencia
periddicas reales. Otras dos propiedades importantes para sefiales de potencia periodica son:

1. Todas las frecuencias son nimeros enteros multiplos o armdnicos de la frecuencia fundamental
o, =27n/T, =2xf,. Asi que las lineas espectrales tienen una separacion uniforme g (0 fo).

2. Lacomponente CD es igual al valor promedio de la sefial, ya que al hacer k =0 en la Ec. (3.25) da

1
C, =ﬁ£x(t)dt=<x(t)> (3.26)
También, de la Ec. (3.22) se deduce que para x(t) real, entonces
C, =C =|c, |e7 )"
y asi se obtiene una tercera propiedad:
3. | c(—kae, ) |=| ¢k, ) |arg{c(—ke, )} =—arg{c(ke, )} (3.27)
lo cual significa que el espectro de amplitud tiene simetria par y el de fase simetria impar.

La propiedad dada por la Ec. (3.22) para sefiales de valores reales permite reagrupar la serie
exponencial en pares de conjugados complejos, excepto por ap, en la forma siguiente:

m=-1 0
x(t)=c, + Z c,em + Z:cmeJmcoot
m=—o0 m=1
=c, + Zcfne’ ety Z:cnej”“*’t
n=1 n=1

=co+ ) (c e ™ +ce™)

n=1

¢, +iZRe{ c,e™' |
n=1

=¢, + Y [2Re{c, jcosna,t—2Im{c, }senat |
=1
Esta Gltima ecuacion puede escribirse como

X(t) =4, +Z:an COS N, t +b, sen nw,t (3.28)

n=1

La expresion para x(t) en la Ec. (3.28) se conoce como la serie trigonométrica de Fourier para la
sefial periodica x(t). Los coeficientes ¢, y d, estan dados por
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1
a, =C, :_I_—J.x(t)dt

0 T

a, :2Re{cn}:_|_£jx(t)cosncootdt (3.29)

0 T

b, =—-21m{ cn}:_l_ijx(t)sen no,t dt

0 T

En funcion de la magnitud y la fase de c;, la sefial de valores reales x(t) puede expresarse como

x(t) =c, +22| ¢, |cos(nw,t+arga, )
n=1

=, +Z:A1 cos(nayt + ¢, ) (3.30)
n=1
donde
A =2|c,| (3.31)
y
¢, =argc, (3.32)

La Ec. (3.30) representa una forma alterna de la serie de Fourier que es mas compacta y mas clara que
la Ec. (3.28) y se conoce como la forma armonica de la serie de Fourier de x(t). Cada término en la
serie representa un oscilador necesario para generar la sefial periddica x(t).

Los coeficientes de la serie de Fourier de una sefial se muestran en un conjunto de dos gréaficas en el
dominio de la frecuencia, los espectros de lineas. Una gréfica de |c,|y arg(cn), lineas, versus n o nmg
(nfo) para valores positivos y negativos de n 0 hwg (nfy) se denomina un espectro bilateral de amplitud
0 de fase. La grafica de A, y ¢n versus n o nwg (nfp) para n positiva se denomina un espectro unilateral.
Se debe sefialar que la existencia de una linea en una frecuencia negativa no implica que la sefial esté
formada por componentes de frecuencias negativas, ya que con cada componente cp,exp(jnwot) esta
asociada una correspondiente de la forma c_, exp (— jnw,t) . Estas sefiales complejas se combinan para

crear la componente real a, cosnw,t +b, sen nw,t.

Ejemplo 1. Considere la sefial
X(t) =1+sen ,t +2cos m,t +cos(2w,t + 1/4)

Aqui se podria aplicar la Ec. (3.28) para obtener los coeficientes de la serie de Fourier. Sin embargo,
para este caso es mas sencillo expandir las funciones sinusoidales como una combinacion lineal de
exponenciales complejas e identificar por inspeccion los coeficientes de la serie; asi tenemos que

X(t) :1+2Lj|: ploot _ o= oot ]+|: plont 4 g~ oot }+%|: gl (2ooten/4) +e—j(wot+n/4)]
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Agrupando términos se obtiene
_ 1 joyt 1 — jopt 1 4in/4 j 2ot 1A inld — j2m,t
X(1) =14+ (14 &) ¥ 4 (1= ) e+ (Le) @2 +(1e 74 ) e i2

y los coeficientes de Fourier para este ejemplo son

En la Fig. 3.1 se grafican la magnitud y la fase de c.

|Ck| Z£C,

2 \1
2101 2 K |—10|

Figura 3.1

Ejemplo 2. Tren de Pulsos Rectangulares

Considérese el tren periddico de pulsos rectangulares en la Fig. 3.2. Cada pulso tiene una altura o
amplitud A y una anchura o duracion t. Hay discontinuidades escalonadas al comienzo y al final de
cada pulso en t=+1/2, etc., de manera que los valores de x(t) no estan definidos en estos puntos de
discontinuidad. Esto pone de manifiesto otra posible diferencia entre una sefial fisica y su modelo
matematico, ya que una sefial fisica nunca hace una transicion escalonada perfecta. Sin embargo, el
modelo todavia puede ser razonable si los tiempos de transicion efectivos son pequefios en
comparacion con la duracion del pulso.

Para calcular los coeficientes de Fourier, se toma como intervalo de integracion en la Ec. (3.25)
el periodo central —T,/2<t<T,/2, donde

A, |t|£r/2
x(t) =
0, |t|>1:/2
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X(t)
A
| |
—Ta —/2 0 /2 To t
Figura 3.2
Entonces,
To/2 /2
1 . 1 .
C =— I x(t)e ket — — J' Ae oot gt
TO -To/2 TO -1/2
— A (e—jkmor/Z _ejkwor/Z) (333)
— Jko, T,
_ A sen(ka,t/2)
T, ko, /2

Antes de continuar con este ejemplo, se derivara una expresion que aparece repetidamente en el analisis
espectral. Esta expresion es la funcion sinc definida por

} Sen mA
SINCA =

— (3.34)

La Fig. 3.3 muestra que la funcion sincA es una funcion de A que tiene su valor pico en A = 0y sus
cruces con cero estan en todos los otros valores enteros de A, asi que

. 1 A=0
SInCA =
0 A=#41%2, ---

En términos de la funcion definida por la Ec. (3.34), la Gltima igualdad en la Ec. (3.33) se convierte
en

C, :gsinc(k ®,7/27)
0

At .
=fsmc(kfor)

donde wg = 2xf,.
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Figura 3.3

El espectro de amplitudes para |c(kf,)|=|c,|= Af,t|sinc(ft)| se muestra en la Fig. 3.4a para el
caso /Ty = fot = 1/4.

| c(kf,) |

arg[c(kf,)]

180° |- I

:... -k --: 71800 —
(b)
Figura 3.4. Espectro del tren de pulsos rectangulares con f.t=1/4.
(@) Amplitud; (b) Fase.

Esta grafica se construye dibujando la funcion continua Afor‘ sinc( fr)‘ COmMo una curva punteada, la

cual se convierte en la envolvente de las lineas. Las lineas espectrales en +4f,, +8fy, etc., no aparecen,
ya que ellas caen a cero precisamente en multiplos de 1/t donde la envolvente es igual a cero. La
componente CD tiene amplitud c(0) = At/Ty, lo que debe reconocerse como el valor promedio de x(t) a
partir una inspeccion de la Fig. 3.2. Incidentalmente, t/T, es la relacion entre el tiempo cuando la onda
es diferente de cero y su periodo, y frecuentemente se designa como el ciclo de trabajo en la
electrdnica de pulsos.
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El espectro de fase en la Fig. 3.4b se obtiene observando que ax es siempre real pero algunas veces
negativa. Por lo tanto, arg[c(kfo)] toma los valores 0° y £180°, dependiendo del signo de sinc(kfot). Se

uso +180° y —180° para resaltar la simetria impar de la fase.

Ejemplo 3. El Rectificador de Media Onda

Un voltaje sinusoidal Esenw,t se pasa por un rectificador de media onda que elimina la porcion
negativa de la onda, como se muestra en la Fig. 3.5. Este tipo de sefiales puede encontrarse en

problemas de disefio de rectificadores.

X(t)
E sen ot
/\ /
|
2m/w, -/ g 0 7t/ 6 2/t
Figura 3.5
La representacion analitica de x(t) es
e
0, cuando ——<t<0
@y

x(t) =

T
Esenw,t, cuando O0<t<—
W

y X(t + 21/wp) = X(t). Como x(t) = 0 cuando —n/wp < t <0, de la Ec. (3.25) obtenemos

1T° _2nmt
C, :ﬁjEsenmotexp -] T dt
0 0

/g
= Ez(;)to [ zij[exp(iwot)—exp(jmot)]exp(—jnmot)dt

nl oy

E o,

= .[{exp[—jmo(n—1)t]—exp[—jm0(n+1)t]}dt

_ Eexp(-jnm/2) o (—ijx (m}
© 2r(l-n?) L7 Pl 72

cos(nr/2)exp(—jnn/2), n=+l

:Tt(l—nz)

(3.35)
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E
_—, n par
={n(l-n?) P (3.36)

0, n impar, n = +1

Haciendo n = 0, se obtiene la componente CD o el valor promedio de la sefial periédica como
¢, = E/m. El resultado puede verificarse calculando el area bajo medio ciclo de una onda seno y

dividiendo por To. Para determinar los coeficientes a; y a_1 que corresponden a la primera armonica,
observe gque no se puede sustituir n = + 1 en la Ec. (3.36), puesto que ello produce una cantidad
indeterminada. En su lugar usamos la Ec. (3.35) con n =+ 1 lo cual resulta en

E E

C =— cC, =———
1 4] y ¢, 4]

Los espectros de lineas de x(t) se muestran en la Fig. 3.6.

Zc,
/2
{ I { {
—4 -2 -1 0 1| 2 3 4 n
-n/2
(b) - -

Figura 3.6

3.2.3 Condiciones para la Convergencia de las Series de Fourier

Hemos visto que una sefial periddica puede ser aproximada por un nimero finito de términos de su
serie de Fourier. Pero ¢converge la serie infinita a x(t)? Para entender mejor la cuestion de la validez de
las representaciones mediante series de Fourier, considérese primero el problema de aproximar una
sefial periddica x(t) dada, por una combinacion lineal de un nimero finito de exponenciales complejas
relacionadas armdnicamente, es decir, por una serie finita de la forma

N
X ()= ce* (3.37)

k=N

Denote por en(t) el error de la aproximacion, el cual esta dado por
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ey (1) =X(1) %, (D =x()— > c,eh (3.38)

k=N

Para determinar la bondad de cualquier aproximacién en particular, es necesario especificar una
medida cuantitativa del tamafio del error de la aproximacion. El criterio que se usara es el de la
magnitud total del error al cuadrado en un periodo:

E, =j|eN (t)|2dt=IeN (t)e, (t)dt (3.39)

En general, para cualquier sefial z(t), la cantidad, definida anteriormente,

E= |z at

es la energia en z(t) en el intervalo de tiempo a <t < b. Esta terminologia es motivada por el hecho de
que si z(t) corresponde, por ejemplo, a la corriente que fluye en un resistor de 1 Q, entonces E es la
energia total disipada en el resistor durante el intervalo de tiempo a <t <b. Con respecto a la Ec. (3.39)
, En representa entonces la energia en el error de aproximacion durante un periodo.

Ahora se procedera a demostrar que la escogencia particular para los coeficientes ¢ en la Ec. (3.37)
minimiza la energia en el error (error cuadratico) y da para los coeficientes:

1 |
_ — jkaogt
= j x(t)e ket gt (3.40)

0 T
Suponga que se tiene la funcion f(t) y que se desea representarla mediante un conjunto de funciones en

el intervalo finito [t, to]. Suponga también que estas funciones ¢1(t), d2(t), ..., dn(t) son ortogonales en
el intervalo [ty, t;], es decir,

b . 0, i#]j
jd)i (t)¢; (t)dt= C il (3.41)
t i T
La representacion de f(t) en [ty, t2] es una combinacién lineal de las funciones ¢i(t), i=1, 2, ... ,n, es
decir,
f(t) =cdy (1) +Co0, (1) +---+C 6, () (3.42)
En la Ec. (3.42) no aparece el signo de igualdad debido a que, en general, la representacion
D 6o (1) (3.43)
i=1

contiene algn error. Se desea que la representacion o aproximacion esté “cerca” de f(t). Uno de los
criterios mas utilizados para elegir una aproximacién es el de minimizar el error cuadratico entre el
valor real de f(t) y la aproximacion (3.43). Es decir, las ¢;, i =1, 2, ..., n, se eligen para minimizar la
cantidad
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t

- Hf -t (t)} dt (3.44)

4

Evidentemente, el integrando de (3.44) es el error cuadratico. La integral da el error cuadratico en el
intervalo [ty, t;]. La Ec. (3.44) se puede escribir como

t

EC :J[f () =iy (1) = o, (1) — -+ —Co, (1) ]t
4
t

= j [ £2.(0)+ 207 (1) + G503 (1) -+ Chh (1) 2016, (1) (1) = 26,0, (1) F (1) —+++=2¢,0, (1) | dt (3.45)

|

jf (©)dt+ c2k, +C2K, 4+ C2K, — 26y, — 2C,7, — — 2C.7+
4
dondey;, i =1, 2, ..., n, se define como
t
S GLYOL (3.46)
t

Ahora se completa el cuadrado de cada uno de los términos (cfki —ZCiyi), sumando Yy restando
v2 [k, , es decir,

~2¢y, =( ¢k - /\/_) (3.47)

y la expresion dada por (3.44) se puede escribir como
EC = If (t)dt+z y/f) Z (3.48)

Segun la Ec. (3.44), es evidente que el EC es siempre mayor o igual a cero; es decir, EC > 0. En la Ec.
(3.48), se observa que la relacion para el EC toma su menor valor cuando

o

Es decir, los coeficientes c; se deben elegir como

1, 2, ,n

[ 1 s wa

Vi 7]
¢ == (3.49)

i ki ]
Jo e @at
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Para el caso de la expansion de Fourier, las funciones ¢;(t) corresponderian a las exponenciales e’
(cambiando i por K), el intervalo [ty, t,] corresponderia al periodo Ty y ¢; corresponderia a Cy.

Comparando la Ec. (3.40) con la Ec. (3.25), vemos que la primera es idéntica a la expresion usada
para determinar los coeficientes de la serie de Fourier. Entonces, si x(t) tiene una representacion en
serie de Fourier, la mejor aproximacion usando sélo un namero finito de exponenciales complejas
relacionadas armoénicamente se obtiene truncando la serie de Fourier en el nimero deseado de
términos. Conforme N aumenta, se afiaden nuevos términos pero los anteriores permanecen inalterados
y En disminuye. Si, efectivamente, x(t) tiene una representacion en serie de Fourier, entonces el limite
de Ex conforme N — oo es cero.

Pongamos atencion ahora al problema de la validez de la representacion mediante series de Fourier
de sefiales periodicas. Para cualquiera de estas sefiales se puede intentar obtener un conjunto de
coeficientes de Fourier mediante el uso de la Ec. (3.25). Sin embargo, en algunos casos la integral en la
Ec. (3.25) puede divergir; es decir, el valor de las cx puede ser infinito. Aln mas, si todos los
coeficientes de la Ec. (3.25) son finitos, cuando estos coeficientes se sustituyen en la ecuacion de
sintesis (3.21), la serie infinita resultante puede no converger hacia la sefial original x(t). Sin embargo,
sucede que no hay dificultades de convergencia si x(t) es continua. Es decir, toda sefial periodica
continua tiene una representacion en serie de Fourier tal que la energia Ey en el error de aproximacion
tiende a cero conforme N — co. Esto también es valido para muchas sefiales discontinuas. Puesto que
sera de mucha utilidad usar sefiales discontinuas, tales como la onda cuadrada del Ejemplo 2, es
importante considerar con méas detalle el problema de la convergencia. Se discutirdn dos condiciones
algo diferentes que debe cumplir una sefial periddica para garantizar que pueda ser representada por
una serie de Fourier.

En muchos problemas préacticos se nos da la funcién x(t) y la usamos para construir una serie de
Fourier. Por consiguiente, estaremos interesados en teoremas que nos digan algo “bueno” sobre la
expansion en serie de x, con tal que X a su vez sea “buena” en algiin sentido. Un teorema tipico de esta
clase es el siguiente: Si x(t) integrable en el intervalo (0, To), su serie de Fourier convergera a x(t) en
cualquier punto t (0 <t < Ty) donde x(t) sea diferenciable. Observe que el teorema no dice nada sobre
qué sucede en los puntos extremos. Todo lo que dice es que si 0 <t < Ty y si X'(to) existe cuando t = ty,
entonces la serie converge cuando t =ty y su suma es X(tp).

Una clase de funciones periddicas representable mediante series de Fourier es aquella que incluye
sefiales cuyo cuadrado es integrable sobre un periodo. Es decir, cualquier sefial x(t) en esta clase tiene
energia finita en un solo periodo:

JIx@dt<eo (3.50)

Cuando se cumple esta condicidn, se garantiza que los coeficientes ax obtenidos a partir de la Ec.
(3.40) son finitos. Adicionalmente, sea xn(t) la aproximacion a x(t) usando estos coeficientes para |k| <
N, es decir,

+ N
Xy (1) =) c ek (3.51)

k=—N

Entonces, se cumple que H’m E, =0, donde Ey se define en la Ec. (3.39). Es decir, si definimos
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e(t)=x(t)—Z:cke"k“’°t (3.52)
k=—00
se obtiene que
j le(t)[ dt=0 (3.53)

To

Como se vera en un ejemplo més adelante, la Ec. (3.53) no implica que la sefial x(t) y su representacion
en serie de Fourier

D ceke (3.54)
k=—00

sean iguales para todo valor de t. Lo que ella dice es que su diferencia no contiene energia.

Un conjunto alterno de condiciones, desarrolladas por Dirichlet, y también cumplidas por
esencialmente todas las sefiales que nos interesan, garantiza que x(t) serd efectivamente igual a su
expansion, excepto en valores aislados para los cuales x(t) es discontinua. En estos valores de t, la serie
infinita de (3.54) converge al “valor promedio” de la discontinuidad; es decir, si x(t) tiene una
discontinuidad en to, la serie converge al valor dado por
lim X(t, —e)+X(t, +€)

e—>0

Las condiciones de Dirichlet para la expansion en serie de Fourier son: Si una funcion periddica x(t)
es acotada, tiene un namero finito de maximos, minimos y discontinuidades por periodo, y si x(t) es
absolutamente integrable en cualquier periodo, es decir,

JIx@]dt<oo (3.55)

entonces la serie de Fourier existe y converge uniformemente dondequiera que X(t) sea continua. Dicho
de otra forma, si una funcion periddica x(t) es continua por tramos, entonces es integrable en el sentido
dado por la Ec. (3.55) en cualquier intervalo de longitud finita y, en especial, en uno de longitud Ty, y

converge a x(t) dondequiera que la funcion sea continua y a [x(t+ )+x(t )]/2 en todo punto t donde
posea ambas derivadas por la derecha y por la izquierda. VVéase teorema mas adelante.

Ahora bien, si la sefial x(t) es absolutamente integrable o cuadrado integrable, la serie exhibe una
conducta conocida como el fendémeno de Gibbs en los puntos de discontinuidad. La Fig. 3.7 ilustra esta
conducta para una discontinuidad de tipo escalon en t = to. La suma parcial xy(t) converge al punto
medio de la discontinuidad, lo cual parece muy razonable. Sin embargo, a cada lado de la
discontinuidad, xn(t) tiene sobrepasos oscilatorios con periodo To/2N y valor pico de aproximadamente
18% de la altura del escaldn e independiente de N. Asi que, conforme N — oo, las oscilaciones colapsan
formando picos denominados “l6bulos de Gibbs” por encima y por debajo de la discontinuidad.

Puesto que una sefial real debe ser continua, el fendmeno de Gibbs no ocurre y tenemos justificacion
para tratar a x(t) y su representacion en serie de Fourier como idénticas; pero modelos de sefiales
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idealizadas como, por ejemplo, el tren de pulsos rectangulares, si tienen discontinuidades. Por lo tanto,
se debe tener cuidado con la convergencia cuando se trabaja con esos modelos.

XN('[)

o0oal /\ A

\/ N~
[ Tol2N
A
}JZ
~_N

Figura 3.7 Fendmeno de Gibbs en una discontinuidad de tipo escalon.

Las condiciones para la convergencia de una serie de Fourier se resumen en el teorema que se dara a
continuacion, sin demostracion, pero antes se definirdn algunos términos que se necesitan para su
exposicion.

Se dice que la funcion x(t) es suave en el intervalo [a, b] si posee una derivada continua en [a, b].

En lenguaje geométrico, esto significa que la direccion de la tangente cambia continuamente, sin saltos,
conforme se mueve a lo largo de la curva 'y = x(t).

La funcién x(t) es suave por tramos en el intervalo [a, b] si x(t) y su derivada son ambas continuas
en [a, b], o ellas tienen un namero finito de discontinuidades de saltos en [a, b]. Se dice que una
funcion x(t) continua o discontinua definida en todo el eje t es suave por tramos si es suave por tramos
en todo intervalo de longitud finita. En particular, este concepto es aplicable a funciones periddicas.
Toda funcion x(t) suave por tramos (bien sea continua o discontinua) esta acotada y tiene una derivada
acotada en todas partes, excepto en sus saltos y puntos de discontinuidad [en todos estos puntos, x'(t)
no existe].

TEOREMA Si x(t) es una funcion absolutamente integrable de periodo Ty y es suave (posee derivada
continua por tramos) por tramos en el intervalo [a, b], entonces para todo t en a <t < b, la serie de
Fourier de x(t) converge a x(t) en los puntos de continuidad y al valor

x(t+0)+x(t-0)
2

en los puntos de discontinuidades (la convergencia puede fallarent=ayt =Dh).
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3.3 Propiedades de las Series de Fourier

A continuacion se consideraran varias propiedades de las series de Fourier. Estas propiedades
proporcionan una mejor comprension del concepto de espectro de frecuencias de una sefial de tiempo
continuo y, adicionalmente, muchas de esas propiedades ayudan en la reduccién de la complejidad del
célculo de los coeficientes de las series.

3.3.1 Efectos de la Simetria

Los tipos mas importantes de simetria son:

1. Simetria par, x(t) = x(-1),

2. Simetria impar, x(t) = —x(-%),

3. Simetria de media onda, x(t) = x( t +T7°) :

Cuando existe uno 0 mas de estos tipos de simetria, se simplifica bastante el calculo de los coeficientes

de Fourier. Por ejemplo, la serie de Fourier de una sefial par x(t) con periodo Ty es una serie de Fourier
en cosenos:

- 2nmt
X(t)=a, +Z:an cos Tn
n=1

0

con coeficientes
To/2

2nmt
8 =% J x(t)ydt vy an:%Jx(t)cos _:_m dt

0 0

0
en tanto que la serie de Fourier de una sefial impar x(t) con periodo Ty es una serie de Fourier en senos:

- 2nmt
x(t) = E b, sen "
n=1

0
con coeficientes dados por

To/2

2
b, =% J' x(t)sen

0

nmt
dt

0

Si la funcion x(t) posee simetria de media onda, entonces

3,=0 @a,=0 b, =0

n

¢, .20 b

2n+1 2n+1

#0

La integracion es sobre medio periodo y los coeficientes se multiplican por 2.
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EJEMPLO 4. Considere la sefial mostrada en la Fig. 3.8

X(t)

\A\e/
VAAVAR

Figura 3.8
La sefial esta definida por
4A
A—T—t O<t<T0/2
x(t) = i

4A
—t-3A, T,/2<t<T,

0

Observe que x(t) tiene simetria par y también de media onda. Por lo tanto, b, = 0 y no hay arménicos
pares. También
To/2

. 4 At 2nmt
a, =+ | | A- cos dt
° T, T,

0
0

4A
= (nn)z (1—cosnm)
0, n par

- N impar

(nm
Observe que ag, el cual corresponde al término CD, es cero porque el area bajo un periodo de x(t) es
cero.

3.3.2 Linealidad

Suponga que x(t) y y(t) son periodicas y con el mismo periodo y sean

x(t)= ) B.e" y y(t)=> v,e"
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sus expansiones en series de Fourier y también sea
z(t)= klx(t) + kzy(t)

donde k; y ky son constantes arbitrarias. Entonces podemos escribir

[e¢]

Z(t) = Z(klﬁn + kZYn )ejn%t

n=—o0

_ Z OLnejn(Dot
n=-ow0
La ultima ecuacién implica que los coeficientes de Fourier de z(t) estan dados por
O(’n = k1'3n + kZYn

3.3.3 Diferenciacion

La derivada de x(t) se obtiene derivando cada término de su serie:

d);(tt) _ i%(cke,‘k%t ) _ i jkwockejkmot

k=—o0 k=—o0

(3.56)

y se observa que los coeficientes de Fourier para la funcion dx(t)/dt son iguales a los coeficientes de
X(t) multiplicados por el factor jkwg. La magnitud de cada armonico es ampliada por el factor kwy, v el

espectro tiene un contenido de frecuencias mucho mayor.

Como una aplicacion de esta propiedad, considere el tren de pulsos de la Fig. 3.9a, cuya serie de
Fourier se obtuvo en el Ejemplo 2. Su derivada se muestra en la Fig. 3.9b y contiene s6lo impulsos. Los

coeficientes de Fourier ¢ para x'(t) estan dados por

To/2
1 T T .
C =— AS| t+-2 [—AS| t—-2 | [el'dt
T 2 2
Ty /2
A, . 2 JA
= (e —e”k"’“/z):isen(kcoor/z)
TO TO

y los coeficientes de Fourier correspondientes para la serie de pulsos en la Fig. 3.9a, de acuerdo con la

Ec. (3.56), son

!

C, _Asen(kmor/z)

“Tikeo, T, ko, /2

que es el mismo resultado obtenido en el Ejemplo 2, pero con un menor esfuerzo.
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X(1)

-To —/2 0 1/2 To t
(a)

X'(t)

Figura 3.9

3.3.4 Teorema de la Potencia de Parseval

El teorema de Parseval relaciona la potencia promedio P de una sefial periddica con los coeficientes de
su serie de Fourier. Para derivar el teorema, comenzamos con la relacion

P=2(|x(t)[Fdt=2= [ x(t)x*(t)dt
Lxfde=+]

Ahora reemplazamos x*(t) por su serie exponencial
— ineq t _ * \— jnog t
x*(t)—{Zane } = Zane 0

N=—o0

tal que

N=—o0

P :%(x(t){z cne‘j”"""}dt
TO

o0

- Z %Ix(t)e’j“w°tdt a

n=—o0 To

y la expresién entre corchetes es igual a c,. Entonces

o0

P:i:cnc;:Z:|cn|2 (3.57)

N=—c0 n=—»

que es el teorema de Parseval.
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La interpretacion de este resultado es extraordinariamente sencilla: la potencia promedio se puede
determinar elevando al cuadrado y sumando las magnitudes |cn| = |c(nwo)| de las lineas de amplitud.
Observe que la Ec. (3.57) no involucra el espectro de fase. Para una interpretacion adicional de la Ec.
(3.57), recuerde que la serie exponencial de Fourier expande x(t) como una suma de fasores de la forma

c, e, Se puede demostrar facilmente que la potencia promedio de cada fasor es

<

Por lo tanto, el teorema de Parseval implica la superposicion de la potencia promedio, puesto que la
potencia promedio total de x(t) es la suma de las potencias promedio de sus componentes fasoriales.

‘ 2>=| c, [ (3.58)

3.3.5 Integracion en el Tiempo

Suponga que y(t)= _[ dx Debemos considerar dos casos por separado; co = 0 y ¢o # 0. Si

y(t) = j x(1)dn =j(icne"2””f°”]dk

© t

=Y, [el ™ ar

N=—0

¢, =0, entonces

o0

Cn
“ j2mnf,

En consecuencia, si

y(t) _ ZynejZnnfot
N=—o0

se concluye que

Cn Cn
n = j2mnf, an)O
y, por tanto,
t 0
I _
X(A)dA = pl2mht — " gt o 3.59
[o Z . J2n, 2 5o, : (3:59)

Si ap # 0, la sefial contiene un valor promedio diferente de cero. La integracion de esta sefial produce
una componente que crece linealmente con el tiempo, y en este caso la sefial resultante no es perioddica
y la serie obtenida por integracion no converge.
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3.3.6 Manipulacion de Senales

Cuando una sefial periodica x(t) es trasladada, transpuesta (reflejada), diferenciada o integrada, los
coeficientes de Fourier de la sefial resultante pueden obtenerse a partir de los de la sefial original x(t).
En esta seccion derivaremos algunas de esas relaciones en funcién de los coeficientes de la serie de
Fourier exponencial.

Considere el efecto sobre el espectro de frecuencias de una sefial peridédica producida por un
desplazamiento en el tiempo de la sefial. Sea x(t) una sefial periodica de periodo Ty, la cual tiene una
serie de Fourier dada por

x(t) = i c, el (3.60)

N=—o0

Consideremos ahora la serie de Fourier de la sefial periddica retardada x(t — tq) obtenida a partir de x(t)
por un desplazamiento en el tiempo igual a ty. De (3.60) tenemos que

x(t—t,)= chej”%“““

N=—o0

— Z( ce jnayty )ejnmot
n

N=—o0

= Z c/elm! (3.61)

N=—o0

donde ¢/ =c e ™% . Es decir, el n-ésimo coeficiente de Fourier de x(t — ty) es igual al n-ésimo
coeficiente de Fourier de x(t) multiplicado por exp (— jnw,t, ) . El resultado muestra que el espectro de

amplitud no cambia pero el de fase es diferente. El n-ésimo arménico de la sefial desplazada se retrasa
por una cantidad igual a nem,t, radianes.

Suponga ahora que una sefial periodica x(t) de periodo Ty es contraida en el tiempo por un factor a; la
sefial resultante, x(at), también es periodica pero tiene un periodo contraido T/a. La frecuencia
fundamental de x(act) es por tanto amg, donde g es la frecuencia fundamental de x(t). Para valores del
factor de escalamiento o menores que la unidad, la sefial es expandida en el tiempo y los armdnicos son
escalados hacia abajo. Los coeficientes de Fourier a, de x(ct) pueden ser calculados por

a To/o 1 To
¢ = j x(cxt)e*j”“"’”tdt:—J'x(k)e"'”‘”“dk
T, T
0 0
donde A = at. Esta ultima relacion nos dice que los coeficientes de Fourier de una sefial periodica no
cambian cuando se cambia la escala del tiempo. No obstante, las frecuencias de los armoénicos
cambian por un factor igual al factor de escalamiento.

Otras propiedades producidas por manipulacion de la sefial se dejan como ejercicios.
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3.4 Transformadas de Fourier y Espectros Continuos

Pasemos ahora de sefiales periddicas a sefiales no periddicas concentradas en intervalos de tiempo muy
cortos. Si una sefial no periddica tiene energia total finita, su representacion en el dominio de la
frecuencia serd un espectro continuo obtenido a partir de la transformada de Fourier. Consideramos la
transformada de Fourier como un limite de la serie de Fourier haciendo que el periodo se torne muy
largo. De esta manera el espectro de lineas tiende a un espectro continuo.

3.4.1 La Transformada de Fourier

Las series de Fourier por su propia naturaleza, estan limitadas a la representacion de funciones
periddicas que satisfacen las condiciones de Dirichlet.. Por otra parte, muchas funciones importantes
son no periddicas y con frecuencia se necesita una representacion efectiva para esas sefiales. La Fig. 3.9
muestra dos sefiales no periddicas tipicas. El pulso rectangular (Fig. 3.9a) esta estrictamente limitado
en tiempo ya que x(t) es idénticamente igual a cero fuera de la duracién del pulso. La otra (Fig. 3.9b)
esta asintéticamente limitada en el tiempo en el sentido que x(t) —0 conforme t — + oo. Tales sefiales
también se pueden describir como “pulsos”. En cualquier caso, si se intenta promediar X(t) o |x(t)f para
todo el tiempo, se encontrard que estos promedios son iguales a cero. Por consiguiente, en lugar de
hablar sobre potencia promedio, una propiedad mas significativa de una sefial no-periddica es su
energia.

x(1)

—1/2 /2 t _1/b 1/b t
@) (b)

Figura 3.9

Como ya se dijo anteriormente, si x(t) es el voltaje en una resistencia, la energia total suministrada se
encontrarfa integrando la potencia instantanea x(t)/R. Por lo tanto, repetimos aqui la férmula para la
energia normalizada de la sefial

E= ]O| x(t) [ dt (3.62)

Algunos célculos de la energia pueden hacerse por inspeccion ya que E es sencillamente el area bajo la
curva de |x(t)|2. Por ejemplo, la energia de un pulso rectangular de duracién ty amplitud A es E = A%t

Cuando la integral en la Ec. (3.62) existe y da como resultado 0 < E < oo, se dice que la sefial x(t)
tiene energia bien definida y se denominara una sefial de energia no periddica. Casi todas las sefiales
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limitadas en tiempo de interés practico caen en esta categoria, la cual es la condicion esencial para el
andlisis de Fourier usando la transformada de Fourier.

Considere la sefal periddica definida por
1L |t]<T,
x(t) = T,
0, T,< | t | <2
2
donde Ty es el periodo. Los coeficientes de la serie de Fourier para esta onda son
2senk o, T, 2
c =t = (3.63)
kKo, T, T,

En la Fig. 3.10 se grafica Toax en lugar de ax y también se modifica la separacion horizontal en cada
gréafico. El significado de estos cambios se puede ver examinando la Ec. (3.63). Multiplicando ax por Ty
se obtiene

2senk o, T,  2senoT, |

oG = Koo o |m:km0 (3.64)
Toak
—2mg ‘ ’ 20)0
- /
D |
P \ | 1 )
(a)
Toay
= il
Al \1 I/ Al
\I\\I 0 \I | I \I/L/ ®

(b)

Figura 3.10. Coeficientes de Fourier y sus envolventes para la onda periddica cuadrada:
(a). To=4Ty; (b) To=8Ty; () To= 16T,
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Entonces, con o considerada como una variable continua, la funcién (2senwT, )/ representa la

envolvente de Tock VY estos coeficientes son muestras igualmente espaciadas de esta envolvente.
También, para T, fijo, la envolvente de Toak es independiente de To. Sin embargo, de la Fig. 3.10 vemos
que conforme T, aumenta (o, equivalentemente, w, disminuye), la envolvente es muestreada con un
espaciamiento més y mas corto. Conforme T, se hace arbitrariamente grande, la onda cuadrada
periddica original se aproxima a un pulso rectangular, es decir, todo lo que queda en el dominio del
tiempo es una sefial aperiddica correspondiente a un periodo de la onda cuadrada. También, los
coeficientes de la serie de Fourier, multiplicados por Ty se convierten en muestras de la envolvente
menos separadas, asi que de alguna forma el conjunto de los coeficientes de la serie de Fourier tiende a
la funcion envolvente conforme T, — .

Este ejemplo ilustra la idea basica detras del desarrollo de Fourier de una representacion para sefiales
aperiodicas. Especificamente, consideramos una sefial aperiédica como el limite de una sefial periddica
conforme el periodo se hace arbitrariamente grande y examinamos la conducta en el limite de la
representacion en serie de Fourier de esta sefial. Considere una sefial aperiddica general x(t) de
duracion finita. Es decir, para algin valor Ty, x(t) = 0 si |[t|> T;. En la Fig. 3.11a se muestra una sefial
de este tipo. Partiendo de esta sefial aperidédica podemos construir una sefial periddica X(t) para la
cual x(t) es un periodo, como se indica en la Fig. 3.11b. Conforme aumentamos el periodo Ty, X(t) se
hace mas semejante a x(t) durante intervalos mas largos, y conforme To — oo, X(t) es igual x(t) para
cualquier valor finito de x(t).

X(t)

-, 0 T t
(@)

Y VaraVas

—To 2T

(b)

Figura 3.11. (a) Sefal aperiddica x(t): (b) sefial periddica X(t),
construida para que sea igual a x(t) por un periodo.

Este ejemplo ilustra la idea basica detras del desarrollo de Fourier de una representacion para sefiales
aperiddicas. Especificamente, consideramos una sefial aperiédica como el limite de una sefial periodica
conforme el periodo se hace arbitrariamente grande y examinamos la conducta en el limite de la
representacion en serie de Fourier de esta sefial. Considere una sefial aperiddica general x(t) de
duracion finita. Es decir, para algun valor Ty, x(t) = 0 si |t| > T;. En la Fig. 3.11a se muestra una sefial
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de este tipo. Partiendo de esta sefial aperiddica podemos construir una sefial periddica X(t) para la
cual x(t) es un periodo, como se indica en la Fig. 3.11b. Conforme aumentamos el periodo To, X(t) se
hace méas semejante a x(t) durante intervalos mas largos, y conforme Ty — oo, X(t) es igual x(t) para
cualquier valor finito de x(t).

Examinemos ahora queé efecto tiene esto sobre la representacion en serie de Fourier de la sefial X(t):

()= ) cek (3.65)
k
k=—00
To/2
¢ =% j % (t)e kot (3.66)
—TO/Z

La separacion entre los coeficientes ¢ es Aw = (k +1)m, —ko, =, .

Puesto que X(t) =x(t) para |t|<T0/2 y también como x(t) = 0 fuera de este intervalo, la Ec. (3.66)
puede escribirse de nuevo como

To /2 0

c =2 j x(t)e kest — jx(t)e koo . i

To
-Ty/2 —0

Por lo tanto, definiendo la envolvente X(w) de Toax como
X (0)= j x(t)e *dt (3.67)

—00

tenemos que los coeficientes ¢, pueden expresarse como

6 == X (Kay) (3.68)

0

Combinando las Ecs. (3.68) y (3.65), X(t) se puede expresar en funcion de X(®) como

%(t) = z X (ka, )&

k=—o0 0

0 equivalentemente, como 271/Ty = wy, por

o0 o0

. 1 )
%(t) _z_nkf X (koo ) €™ e, =2—nkz X (ko ) €% Aw (3.69)

=—0

Conforme To — oo, X(t) tiende a x(t) y por consiguiente, la Ec. (3.67) se convierte en una

representacion de x(t). Adicionalmente, Ao = wo — 0 conforme Ty — oo, y el lado derecho de la Ec.
(3.69) pasa a ser una integral. Por lo tanto, usando el hecho de que X(t) — x(t) conforme T, -, las

Ecs. (3.69) y (3.67) se convierten en
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x(t)=2—1n]o'X(m)ej“"dm=TX(f)ej2“ftdf (3.70)
X (0) = T x(t)e 'dt = T x(t)e 12 dt = X () (3.71)

Las Ecs. (3.70) y (3.71) se conocen como el par de transformadas de Fourier; la funcion X(w) [0
X(f)] dada por la Ec. (3.71) se conoce como la transformada de Fourier o integral de Fourier de x(t) y
la Ec. (3.70) como la ecuacion de la transformada de Fourier inversa. La ecuacion de sintesis (3.70)
juega un papel para las sefiales aperiodicas semejante al de la Ec. (3.21) para sefiales periddicas, ya que
ambas corresponden a una descomposicion de una sefial en una combinacion lineal de exponenciales
complejas. Para sefiales periddicas, estas exponenciales complejas tienen amplitudes {ax} dadas por la
Ec. (3.25) y ocurren en un conjunto discreto de frecuencias relacionadas armonicamente kmog, k = 0, £1,
+2, .... Para sefiales aperiodicas, estas exponenciales complejas son equivalentes a especificar x(t),
ocurren en un continuo de frecuencias y, de acuerdo con la ecuacion de sintesis (3.70), tienen
“amplitud” X(w)(dw/w). En analogia con la terminologia usada para los coeficientes de la serie de
Fourier para una sefial periddica, la transformada X(w) [0 X(f)] de una sefal aperiddica x(t) se conoce
comunmente como el espectro de X(w) [0 de X(f)], ya que nos da la informacion concerniente de como
X(t) estd compuesta de sefiales sinusoidales de diferentes frecuencias y proporciona una medida de la
intensidad de x(t) en el intervalo de frecuencias entre mg Y wp + Am (dw en el limite); es decir, en el
dominio de la frecuencia, X(w) determina cuénto del valor de x(t) en t es atribuible a los valores de ®
entre wp Y wp + Aw,

3.4.2 Convergencia de las Transformadas de Fourier

Aunque el argumento usado para derivar el par de transformadas de Fourier supuso que X(t) era de
duracion arbitraria pero finita, las Ecs. (3.70) y (3.71) se mantienen validas para una clase
extremadamente amplia de sefiales de duracion infinita. De hecho, nuestra derivacion de la
transformada de Fourier sugiere que aqui también debe ser aplicable un conjunto de condiciones como
las requeridas para la convergencia de la serie de Fourier, y ciertamente se puede demostrar que éste es
el caso. Especificamente, considere la evaluacion de X(») de acuerdo con la Ec. (3.71) y sea X(t) la

sefial obtenida al usar X(w) en el lado derecho de la Ec. (3.70); es decir,
%(t) :ﬁj X (o)e* do
Lo que nos gustaria saber es cuando es valida la Ec. (3.70) [es decir, cudndo X(t) es una
representacion valida de la sefial original x(t)]. Si x(t) es una sefial cuyo cuadrado es integrable de modo

que

I| x(t) [} dt <o (3.72)
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entonces estamos garantizando que X(w) es finita [la Ec. (3.71) converge] y que, denotando por e(t) el
error entre X(t) y X(t) [es decir, e(t) =X (t) — x(t) ], entonces

I|e(t) P dt=0 (3.73)

Las Ecs. (3.72) y (3.73) son las contrapartes aperiddicas de las Ecs. (3.50) y (3.53) para sefiales
periddicas. Asi, al igual que con sefiales periddicas, si x(t) es cuadrado integrable, entonces aunque x(t)
y su representacion de Fourier X(t) pueden diferir significativamente en valores individuales de t, en su

diferencia no hay energia.

Igual que con las sefiales periddicas, existe un conjunto alterno de condiciones que son suficientes
para asegurar que X(t) sea igual a x(t) para cualquier t excepto en alguna discontinuidad, donde es

igual al valor promedio de la discontinuidad. Estas condiciones, igualmente conocidas como las
condiciones de Dirichlet, requieren que:

1. x(t) sea absolutamente integrable, es decir,

T| X(t)|dt <o (3.74)

2. X(t) tenga un nimero finito de maximos y minimos dentro de cualquier intervalo finito.

3. X(t) tenga un namero finito de discontinuidades dentro de cualquier intervalo finito. Adicionalmente,
cada una de estas continuidades debe ser finita.

En consecuencia, las sefiales absolutamente integrables que son continuas o tienen un namero finito de
discontinuidades tienen transformadas de Fourier.

Aunque los dos conjuntos alternos de condiciones que hemos dado son suficientes para garantizar
que una sefial tiene una transformada de Fourier, en la préxima seccion veremos que sefiales
periddicas, que no son absolutamente integrables ni cuadrado integrables en un intervalo infinito,
pueden considerarse que poseen transformadas de Fourier si se permiten funciones impulso en la
transformada. Esto tiene la ventaja de que la serie y la transformada de Fourier pueden incorporarse en
un marco comun y esto serd muy conveniente para diferentes tipos de andlisis. Antes de examinar este
punto un poco mas en la proxima seccién, primero se debe sefialar que la transformada de Fourier es
una transformacion lineal; es decir,

a X (1) +a,x, (1) < X (0)+a,X,(w)
Se deja para el lector la demostracion de esta propiedad.

Por la formula de Euler, la integral de Fourier, Ec. (3.71), puede escribirse en la forma

X(w)= ]c. X (t) (coswt — jsen mt)dt (3.75)

Escribiendo ahora
X (o) =Re[X (0)]+ jIm{X (w)

e igualando con las partes real e imaginaria de la Ec. (3.75), se obtiene
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Re[X (w)]= ]e X (t) cos wt dt (3.76)
Im[ X (oa)]:—]'i x(t)sen ot dt (3.77)

Esto muestra que la parte real de X(w) es una funcion par de o y la parte imaginaria de X(w) es una
funcién impar de o, dando

X(—»)=X*(w) (3.78)

La implicacion de la Ec. (3.76) es que si X(w) es conocida para o > 0, entonces también es conocida
para o < 0. Por esta razon, X(w) muchas veces solo se grafica para o > 0.

Consideremos ahora algunos ejemplos de la transformada de Fourier.

3.4.3 Ejemplos de Transformadas de Fourier en Tiempo Continuo

Ejemplo 5. Considere la sefial
x(t)=eu(t)

Si a <0, entonces x(t) no es absolutamente integrable y, por tanto, X(®) no existe. Para a > 0, X(w») se
obtiene a partir de la Ec. (3.71) como

—(a+jo)t]®

e

X(oa)=jeatej‘°‘dt:—a _ ]
) +jo

Es decir,

a>0

X(0)=—,
a+ jo

Puesto que esta transformada de Fourier tiene partes real e imaginaria, para graficarla en funcion de
la expresamos en términos de su magnitud y fase:

| X ()= X (@)= —tan™ (g]

1
Ja v
Cada una de estas componentes se grafica en la Fig. 3.12. Observe que si a es compleja, entonces X(t)

es absolutamente integrable siempre que Re{a} > 0, y en este caso el calculo precedente produce la
misma forma para X(m); es decir,

X(w)=

, R 0
a+ jo e{a}>
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Figura 3.12 Transformada de Fourier de la sefial x(t) = e ®'u(t).

Ejemplo 6. Sea
x(t)=e 7"

donde a > 0. Esta sefial se grafica en la Fig. 3.13.

X(t)

0 t

Figura 3.13 Sefial x(t) = e ®!'l.

El espectro de esta sefial es

o 0 o)
X ()= J. e ltle it = J.e‘“e""”‘dt +J.e’ate’ tdt
—» —o0 0

1 1 2a
= . —+ . =
a—jo a+jo a’+w’

En este caso X(w) es real y se ilustra en la Fig. 3.14.
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X(w)
2/a

1/a

—a a

Figura 3.14 Transformada de Fourier de la sefial en la Fig. 3.13.

Ejemplo 7. Considere el pulso rectangular

x(t) = Lo ft< (3.79)
0, [t|>T,

que se muestra en la Fig. 3.15a.

x(t)

Figura 3.15. El pulso y su transformada de Fourier.

Aplicando la definicion de la transformada, encontramos que ésta esta dada por

T1
. senoT.
X (®) = j gl —p 0 (3.80)
()

_T1
Como se explico al comienzo de esta seccion, la sefial dada en la Ec. (3.79) puede considerarse como
la forma limite de una onda cuadrada periodica conforme el periodo se hace arbitrariamente grande.
Por lo tanto, es de esperar que la convergencia de la ecuacién de sintesis para esta sefial se comporte en

una forma similar a la observada para la onda cuadrada, y, de hecho, éste es el caso.
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Ejemplo 8. Considere la sefial x(t) cuya transformada de Fourier esta dada por

X (0)=1" o] <W (3.81)
0, |03|>W

Esta transformada se ilustra en la Fig. 3.16b.

Usando la ecuacion de sintesis, podemos determinar x(t):

1

Y

. senW t

x(t) = jermz
n -W

mt

== (3.82)

la cual se muestra en la Fig. 3.16a.
Wit X
/ ~

VA
-

=la
o
2
/

(@)

Figura 3.16. Par de transformadas de Fourier del Ejemplo 8.

Comparando las Figs. 3.15 y 3.16, o equivalentemente, las Ecs. (3.79) y (3.80) con las Ecs. (3.81) y
(3.82), se observa una relacién interesante. En cada caso, el par de transformadas de Fourier consiste de

una funcion (senx)/x y un pulso rectangular. Sin embargo, en el Ejemplo 7 es la sefial x(t) la que es
un pulso, mientras que en el Ejemplo 8, es la transformada. La relacion especial que aparece aqui es

una consecuencia directa de la propiedad de dualidad para las transformadas de Fourier, la cual se
discute mas adelante.

3.5 La Transformada de Seriales Periddicas

En la seccion anterior se desarrollé la transformada de Fourier para sefiales aperiddicas considerando
el comportamiento de la serie de Fourier para sefiales periddicas conforme el periodo se hace
arbitrariamente grande. Como lo indican los resultados, las representaciones en series de Fourier y en
transformadas de Fourier estan intimamente relacionadas y en esta seccion investigamos un poco mas
esa relacién y también desarrollamos una representacion en serie de Fourier para sefiales periddicas.
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3.5.1 Los Coeficientes de la Serie de Fourier como Muestras de la Transformada

Como un primer paso, recuerde que en la derivacion de la transformada de Fourier se hizo la
observacion de que los coeficientes de Fourier de una sefial periddica X(t) se podian obtener a partir

de muestras de una envolvente, que se determiné era igual a la transformada de Fourier de una sefial
aperiodica x(t) y que a su vez era igual a un periodo de X(t). Especificamente, sea Ty el periodo

fundamental de X(t), como se ilustra en la Fig. 3.17. Como ya se vio, si X(t) se toma como

T T
(1), —ists?"

X(t) = (3.83)

T T
0, t<—2 0 t>-—2
2 2

entonces los coeficientes de Fourier cx de X(t) pueden expresarse en funcién de las muestras de la
transformada de Fourier X(w) de x(t):

To/2 To/2
C, :% I y((t)e—kagtdt:% J' x(t)e ket gt
-To/2 ~T, /2
( | 1
=3 [xe "o =X (ko) (3.84)
2o 0

X(t)

NN N

To To0 To T, t
2 2

Figura 3.17. Sefal Periodica.

Sin embargo, puesto que los coeficientes de Fourier, c, pueden obtenerse integrando en cualquier
intervalo de longitud To, podemos efectivamente obtener una expresion mas general que la dada en la
Ec. (3.84). Especificamente, sea s un punto arbitrario en el tiempo y definamos la sefial x(t) como igual
a X(t) enelintervalo s <t <s + Ty Yy cero para otros valores de s. Es decir,

‘() :{X(t), s<t<s+T,

(3.85)
0, t<s 0 t>s+T,

Entonces los coeficientes de la serie de Fourier de X(t) vienen dados por

c, = Ti X (Ko, ) (3.86)

0
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donde X(w) es la transformada de Fourier de x(t) en la forma definida en la Ec. (3.85). Observe que la
Ec. (3.86) es valida para cualquier seleccion de s y no Unicamente para s=-T, /2. Sin embargo, esto

no significa que la transformada X(®) es la misma para todos los valores de s, pero si implica que el
conjunto de muestras X (ko) es independiente de s.

En lugar de dar una demostracion de la validez de la Ec. (3.86) en general, la ilustraremos mediante el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 9. Sea X(t) la onda periodica cuadrada con periodo Ty ilustrada en la Fig. 3.18a, y sean x;(t)
y X2(t) como se muestran en las Figs. 3.18b y c. Estas sefiales son iguales a X(t) en intervalos diferentes
de longitud To. La transformada de Fourier de x;(t) ya se obtuvo y es

2sen oT,
X (@)=—"= (3.87)
0]
La transformada de Fourier de x»(t) puede calcularse a partir la formula de definicion:
2 T To
X, (o) = I X, (t)e *'dt :je*j“"dt+ j e~ ot gt
- 0 TO_Tl
1 . 1 _
:__(1_e— joT, )+-_e—JwT0 ( glot: _1)
Jo jo
1

:-_e—josT1/2 ( ejoaT1/2 _e-j@n/z )+i
Jo Jo

= _isen [(D_TlJ[ e joTy /2 +e jo(To =T, /2) J
Jo 2

Las transformadas X;(®) y X2(®) no son iguales. De hecho, X;(®) es real para todos los valores de o
mientras que Xz(w) no lo es. Sin embargo, para o = kay, la Ec. (3.88) se convierte en

e jo(Ty-T, /2) ( eju)T1/2 e jmTllz)

(3.88)

X, (kwo ) = ki sen ( k(DZOTl j[ koo /2 | o= ikagTy g jkoyT; /2 ]
0

Puesto que mgTo = 2, esta relacion se reduce a

2 Sen[kmzo-rlj[e jkaoT, 12 +ejkm0T1/2]

g

= 4 sen koo Ty oS @
Ko, 2 2

X, (Ko, ) = "
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%(t)

Xi(t)

(b)
Xa(t)

0 T.Te-Ta t

(©

Figura 3.18

la cual confirma el resultado dado en la Ec. (3.86), a saber, que los coeficientes de Fourier de una sefial
periddica pueden obtenerse a partir de muestras de la transformada de Fourier de una sefial aperiddica
que sea igual a la sefal periddica original en cualquier intervalo arbitrario de longitud Ty y que sea
cero fuera de ese intervalo.

3.5.2 La Transformada de Fourier de Seriales Periddicas

Consideremos una sefial x(t) cuya transformada de Fourier X() es un solo pulso de area 2w en ® =
o, €s decir,

X (0) =213 (w—0,) (3.89)

Para determinar la sefial x(t) a la que corresponde esta transformada de Fourier, aplicamos la relacion
de la transformada de Fourier inversa para obtener

1 7 .
X (t :—IZ d(ow—m, e dw
(1) 21t_w n ( o)
:ejmt

Si X(w) esta en la forma de una combinacion lineal de impulsos igualmente espaciados en frecuencia,
es decir,
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X (o) = iZané(m—kwo) (3.90)

entonces la aplicacion de la propiedad de linealidad produce
X(t) = cheik%‘ (3.91)
k=—00

y esta Ultima corresponde exactamente a la representacion en serie de Fourier de una sefial periddica.
Asi que la transformada de Fourier de una sefial periodica con coeficientes de su serie de Fourier {ax},
puede interpretarse como un tren de impulsos que ocurren en las frecuencias relacionadas
armoénicamente y donde el area de la k-ésima frecuencia armoénica kwo es 2 veces el k-ésimo
coeficiente de la serie de Fourier c.

Ejemplo 10. Considere de nuevo la onda cuadrada ilustrada en la Fig. 3.18a. Los coeficientes de la
serie de Fourier para esta sefial son

senkw, T,
Kk =
ik

y la transformada de Fourier es
> 2senk o, T,
X =Y — 2 15(ew—k
(@)= 2, = 8(0—kay)

la cual se grafica en la Fig. 3.19 para To = 4T,.

Figura 3.19. Transformada de Fourier de una onda cuadrada periddica simétrica.

Ejemplo 11. Considere el tren de impulsos periédicos dado por

x(t)=i§(t—kT)

y dibujado en la Fig. 3.20a. Esta sefial es periddica con periodo fundamental T. Para determinar la
transformada de Fourier de esta sefial, calculamos primero sus coeficientes de Fourier:
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T/2 l
c =2 j S(D)e "=

-T/2

Insertando ésta en la Ec. (3.91) da

X (o) :?ié‘)(m—z?nkj

k=—0

La transformada de un tren de impulsos en el tiempo es entonces un tren de impulsos en frecuencia,
como se muestra en la Fig. 3.20b. Aqui se ve de nuevo una ilustracion de la relacion entre los dominios
del tiempo y de frecuencia. Conforme la separacion entre los impulsos en el tiempo se hace mayor, la
separacion entre los impulsos en frecuencia se hace menor.

X(t)

RN

2T -T 0 T 2T t
(@)
X(w)

_An
T

l\)ﬁ
qlg
—>
—

3
o

N
_'l:n

~
—||:
e

Figura 3.20. (a) Tren de impulsos periddicos; (b) su transformada de Fourier.

3.6 Propiedades Adicionales de la Transformada de Fourier

Ahora pasaremos a considerar varias propiedades de la transformada de Fourier que nos proporcionan
una cantidad significativa de comprension de la transformada y de la relacion entre las descripciones de
la sefial en los dominios del tiempo y la frecuencia. Adicionalmente, muchas de estas propiedades con
frecuencia son Utiles en la reduccién de la complejidad en la evaluacién de las transformadas y para
estudiar mejor la relacion entre las representaciones en serie de Fourier y en transformada de Fourier de
una sefial periddica. A través de la presentacion también usaremos la notacion

X(1) © X(w) = F{x(t)}

para referirnos al par de transformadas x(t) y X(®).
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3.6.1 Retardo en el Tiempoy Cambio de Escala

Dada una funcion del tiempo x(t), a partir de ella se pueden generar otras formas de ondas mediante
una modificacion del argumento de la funcion. Especificamente, reemplazando t por t—t, produce la

sefial retardada en el tiempo x(t — tg). La sefial retardada tiene la misma forma que Xx(t) pero esta
desplazada ty unidades hacia la derecha en el eje del tiempo. Para establecer esta propiedad, suponga
que

X)) < X(o)

Considere entonces la transformada de la funcién retardada:
é‘{x(t—td}:Ix(t—td)e’jmtdw

Haciendo o =t —tg4, Se obtiene

F{x(t-1,)} = T x(c)e " do = 1% X (o)

—00

esto es,
X(t—-t,) < e X(0)=e"2™ X (f) (3.92)

Antes de proceder con el siguiente ejemplo, definamos el pulso rectangular de la Fig. 3.21, el cual por
ser tan comun merece un simbolo propio. Se adoptara la notacion

1 |t|<r/2

H(t/r)=rect(t/r)z{0 t]>2/2 (3.93)

X(1)

—1/2 0 /2 t
Figura 3.21. La funcidn rectangular.

que representa una funcion rectangular con amplitud unitaria y duracion t centrada en t = 0. El pulso en
la figura se escribe entonces como

x(t) = ATI(t/7) = Arect(t/) (3.94)

y su transformada de Fourier es
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t/2

. 2A
X (o) = .f Ae gt = Z2sen 2 Acsine — (3.95)

(O] 2 27
-1/2

El desplazamiento o corrimiento de fase en la transformada es una funcién lineal de ®. Si ty es una
cantidad negativa, la sefial es adelantada en el tiempo y la fase afiadida tiene pendiente positiva.

Si el pulso rectangular no esta centrado en el origen, entonces se denota como rect [(t—T0 )/r] ; esto
indica que el pulso esta centrado en Ty y su ancho es igual a .

Ejemplo 12. La sefial en la Fig. 3.22 se construye usando dos pulsos rectangulares x(t) = AITI(t4) tales
que

z, (1) =x(t—t,)+(-D)x[ t=(t, -T) |
donde ty = tg + T/2. Aplicando los teoremas de superposicién (linealidad) y de retardo, se obtiene
Z, (@)= X ()] e —e T ]
donde X(w) esta dada por la Ec. (3.95).
Sity =0y T =1, z4(t) se degenera en la onda de la Fig. 3.22b donde

2 (1) = AH( t+r/2j_AH( t—r/2]

T

El espectro se convierte entonces en

Z, (0) =(Arsinc ) (j2sen o1/2)
. . 0T
=( jot) Atsinc® —
2
El espectro es puramente imaginario porque zy(t) tiene simetria impar.

Z(1) z(t)
T2 T2

‘ ta+T
0 ty ty t 0 Tt

< T — -1

(a (b)

Figura 3.22
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Otra operacion en el eje del tiempo es un cambio de escala, el cual produce una imagen de X(t)
escalada horizontalmente al reemplazar t por at. La sefial escalada x(at) serd expandida si |a|<1 0

comprimida si |a| >1; un valor negativo de a produce inversion en el tiempo y también expansion o
compresion.

El cambio de escala en el dominio del tiempo se convierte en un cambio de escala reciproco en el
dominio de la frecuencia. Es decir, si
X(t) < X(o)

entonces

X(at) < —— X (9] (3.96)
laf  (a

donde o es una constante real. Se demostrara la Ec. (3.96) para el caso a < 0 escribiendo o :—| oc| y
haciendo ahora el cambio de variable A =—|a|t, y dt =—d/| o], se tiene que

{x(-|alt)} = [ x(-|a|tyedt

:—ﬁjx(x)e-iw“dx
(08

1 7 -
= — [ x(x)e " Pdn
i@
1 ®
= — X _—
|l (aJ
3.6.2 Diferenciacion en el Dominio del Tiempo
Diferenciando la Ec. (3.68) (que da la definicion de la transformada inversa) con respecto al tiempo, se

obtiene

ax(t) 1 .. -
)::i(t ) ZEJ‘[J(DX (m)] e'dw

—00

Pero la expresion entre corchetes en el lado derecho, por definicion, es la transformada de la derivada
dx(t)/dt y asi obtenemos el par de transformadas

dx(t)
dt

o joX (o) (3.97)
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Es bastante sencillo demostrar para el caso general que

d"x(t)

g ()" X (0) (3.98)

3.6.3 Integracion en el Dominio del Tiempo

Suponga que a partir de x(t) se genera otra funcidn por integracion, es decir,

t
y(t):J.x(k)dx.
El teorema de integracion dice que si _
X (0) = I x(A)dA =0

entonces
t

Ix(r)dr o I X(0)= X (f) (3.99)
i jo j2nf

La condicidn de que el area neta sea cero asegura que la sefial integrada tiende a cero conforme t tiende
a infinito. Puesto que la integracion es el proceso inverso de la diferenciacion, la Ec. (3.99) muestra que
la operacidn en el dominio de la frecuencia correspondiente a la integracion en el dominio del tiempo
es la multiplicacion por 1/ jo.

3.6.4 Dualidad

Comparando las relaciones para la transformada y la transformada inversa

x(t):z—lnjf X (m)ejwtdm:TX(f)ejz““df (3.100)
X(m)=Tx(t)e‘j“’tdt=X(f) (3.101)

se observa que hay una simetria bien definida, difiriendo solamente por la variable de integracion y el
signo en el exponente. De hecho, esta simetria conduce a una propiedad de la transformada de Fourier
conocida como dualidad. Especificamente, considere cambiar en la Ec. (3.101) o por —; se obtiene

X (-0)= T x(t)e!dt (3.102)

Comparando esta ecuacion con la Ec. (3.100), vemos que si ahora intercambiamos o y t, obtenemos
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X (~t) = j x(w)ede (3.103)
y se tiene que
X(®) == {X(-t)} (3.104)
Es decir, si se nos da el par de transformadas de Fourier para la funcion temporal x(t):
X(t) < X(o) (3.105)
y después consideramos la funcion del tiempo X(t), su par de transformadas de Fourier es
2nt X (—
X (t) mx(~0) (3.106)
x(=f)
Las implicaciones de estas dos ultimas ecuaciones son importantes. Por ejemplo, suponga que
(t) Lo [t <M (3.107)
x(t) = .
0, [t|>M
Entonces, de la Ec. (3.102),
2sen oM M
X (0)= 2 oM sinc(w—j (3.108)
() T

Ese resultado, junto con la Ec. (3.97) o, equivalentemente, la Ec. (3.105), produce el par de
transformadas en la Ec. (3.96) para M = t/2, mientras que si usamos la Ec. (3.105) o la Ec. (3.107)
obtenemos el par en la Ec. (3.82) con M = W. Por lo tanto, la propiedad de dualidad permite obtener
ambas de estas transformadas duales a partir de una evaluacion de la Ec. (3.102). Esto a veces permite
una reduccidn en la complejidad de los célculos involucrados en la determinacion de las transformadas
y las transformadas inversas. Como ilustracién de esta propiedad, consideraremos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 13. Supongase que se desea evaluar la transformada de Fourier de la sefial

2

X(t)=
® t? +1

Si hacemos

x(w) =

o +1

entonces, de la Ec. (3.105), tenemos el par de transformadas de Fourier

g(t) & x(o)= i1

Por el Ejemplo 6 sabemos que
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g(t)=e "

Adicionalmente, usando el par de transformadas dado por la Ec. (3.106), concluimos que puesto que
f(t) = x(t), entonces

X(0)=F{x(t) }=2ng(-0) = 2me el

La propiedad de dualidad también puede usarse para determinar o sugerir otras propiedades de la
transformada de Fourier. Especificamente, si existen caracteristicas de una funcion del tiempo que
tienen implicaciones sobre la transformada de Fourier, entonces las mismas caracteristicas asociadas
con una funcion de la frecuencia tendrén implicaciones duales en el dominio del tiempo. Por ejemplo,
sabemos que una funcion del tiempo periddica tiene una transformada de Fourier que es un tren de
impulsos ponderados e igualmente espaciados. Debido a la dualidad, una funcion del tiempo que es un
tren de impulsos ponderados e igualmente espaciados tendra una transformada de Fourier que es
periodica en frecuencia. Esto es una consecuencia de las Ecs. (3.103) y (3.104). En forma similar,
algunas de las propiedades de la transformada de Fourier ya consideradas también implican
propiedades duales. Por ejemplo, vimos que la diferenciacion en el dominio del tiempo corresponde a
multiplicar por jo en el dominio de la frecuencia. De la discusion anterior podriamos entonces intuir
que la multiplicacion por jt en el dominio del tiempo corresponde a alguna forma de diferenciacion en
el dominio de la frecuencia. Para determinar la forma precisa de esta propiedad dual, procedemos en la
forma siguiente: Diferenciamos la ecuacion de sintesis con respecto a o para obtener

dX (o) ¢ . .
= | - jtx(t)e *'dt
. j it (t)
Es decir,
dX
itx(t) <« X(@) (3.109)
do
que es la propiedad dual de la Ec. (3.97).
En forma similar, otras propiedades duales son:
e 'x(t) © X(o—w,) (3.110)
y
1 (0]
— XM+ (0)3(1) o jX(n)dn (3.111)
j s

que se obtiene a partir de la Ec. (3.115) mas adelante.

3.6.5 La Relacién de Parseval

Si x(t) y X(w) forman una par de transformadas de Fourier, entonces, la energia de una sefial x(t) esta
relacionada con su espectro por la relacién
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E=T|x(t)|2dt=ﬁT|X(oa)|2dm=T|X(f)|2df (3.112)

Esta expresion, conocida como la relacion de Parseval, se deduce de una aplicacion directa de la
transformada de Fourier. Especificamente,

T| x(t)[ dt = T x(t)x*(t)dt = T x(t){z—ln]i X *(w)e‘j“"dedt

—00 —o0

Invirtiendo el orden de integracién se obtiene

jf| x(t) [ dt :2_1“T X *(co)Ui x(t)ei"’tdt}dm

—00 —00

Pero la cantidad entre corchetes es sencillamente la transformada de Fourier de x(t); en consecuencia,

T|x(t)|2dt=2—lj|X(m)|2dco=T|X(f)|2df

—00 —00

La relacion de Parseval expresa que la energia total puede determinarse bien sea calculando la
energia por unidad de tiempo, |x(t)|?, e integrando para todo el tiempo o calculando la energia por

unidad de frecuencia, ‘X(m)‘z, e integrando para todas las frecuencias. Por esta razon, a |[X(o)|

también se le refiere como el espectro de la densidad de energia de la sefial x(t). Con esto se quiere
decir que la energia en cualquier banda diferencial de frecuencias df es igual a| X(f) |df .

Ejemplo 14. Considere el par de transformadas

1, t|<T, 2sen o, T,
X(t) = T | X (o) = 21 _ 9T sing| 2
0, [t]>T, ® m

La energia total de la sefial es

o0

]
T 1
2—1nj(4T1 ) sinc? (%)dw: [ (17 a=2r,

_T1

—o0

Como se observa, es mucho maés facil integrar el lado derecho que el lado izquierdo.

3.7 La Propiedad de Convolucion

Esta propiedad juega un papel importante en el estudio de los sistemas LIT. La propiedad expresa que
Si
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x(t) © X(o)
h(t) & H(w)
entonces
y(t)= ]0 x(t)h(t—=1)dt=x(t)*h(t) < Y(»)=X(0)H (o) (3.113)

La demostracion se obtiene directamente a partir de la definicién de la integral de convolucion, vale
decir, queremos determinar Y(w) usando la ecuacion

—00 | —00

Y(0)=8{y(t)}= I{jx(r)h(t—r)dr}e-iwtdt
Intercambiando el orden de integracién y observando que x(t) no depende de t, tenemos
Y(m)=Jx(r)“h(t—r)e“"”‘dr}dt

Por el teorema del retardo, el término entre corchetes es simplemente H(w)e 3°*, y entonces

Y(w)= T x(t)e "H (w)dt

—0

=H (o) T x(t)e dt

=H (o) X ()
X(t) h() y(®) = x(®)*h(®)
_— LIT —_
X(o) H(w) Y(0) = X(@)H(o)

Figura 3.23. Propiedad de convolucién de sistemas LIT.

Asi que una convolucion en el dominio del tiempo es equivalente a una multiplicacién en el dominio de
la frecuencia, la cual, en muchos casos, es conveniente y se puede hacer por inspeccion. El uso de la
propiedad de convolucion para sistemas LIT se muestra en la Fig. 3.23. El espectro de amplitud y el de
fase de la salida y(t) estan relacionados con los espectros de la entrada x(t) y la respuesta al impulso h(t)
en la forma

Y (@) |=] X (o) ||H ()]
Y (0)=0X(®)+[ H(w)
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La funcion H(w) o H(f), la transformada de Fourier de la respuesta al impulso del sistema,
generalmente se conoce como la respuesta de frecuencia del sistema. Muchas de las propiedades de
sistemas LIT pueden interpretarse convenientemente en términos de H(w). Por ejemplo, la respuesta al
impulso de la conexidn en cascada de dos sistemas LIT es la convolucion de las respuestas al impulso
de los sistemas individuales y la respuesta completa no depende del orden en el cual los sistemas estan
en la cascada (jdemuéstrelo!). Usando la Ec. (3.113) podemos definir esto en términos de las respuestas
de frecuencia. Como se ilustra en la Fig. 3.24, la respuesta de frecuencia total de los dos sistemas en
cascada es simplemente el producto de las respuestas de frecuencia individuales, y de esto esta claro
que la respuesta total no depende del orden de la cascada.

Y

Hy(0) —> Y(1)

X()——> Hy(o)

(@)

X() — | Hiy()Hy(0) ——> Y(t)

(b)

X(Y) —{ Hy(w) Hi(w) —— Y(1)

Y

©

Figura 3.24. Tres sistemas LIT equivalentes.

Ejemplo 15. La convolucion periddica f (t) = x, (t) ©x, (t) se definio en el Ejemplo 11 del Cap. 2. Si

dn ¥ en son los coeficientes de Fourier complejos de xi(t) y Xo(t), respectivamente, demuestre que los
coeficientes de Fourier complejos ck de f(t) estan dados por

C :Todkek
donde Ty es el periodo fundamental comin a x(t), xo(t) y f(t).

Sabemos que

f()=x(1)®X,(t)= jlxl (1) x, (r)dz
Sean O

X, (t) = deeikmot y X, ()= Zekejkmot
k=—c0 k=—o0

las series de Fourier para x; y Xo. Entonces
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se obtiene que

la cual muestra que los coeficientes de Fourier complejos ci de f(t) son iguales a Todkex.
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To

f (1) :Jx(r)[iekeik%“-”]dr

k=—00

0
T

- Z g el Ix(r)e‘ kot ¢

k=—o0 0

17
d, =— [ x(x)e **dr
-]

f(t)=) Tod,ee*!

k=—o0

3.7.1 Las Funciones Escalon y Signo

La falta de simetria en la funcion escalén crea un problema cuando tratamos de determinar su
transformada en el limite. Para resolver este problema, comenzamos con la funcion signo, Fig. 3.25,

definida como

la cual presenta simetria impar.

La funcidn signo puede considerarse como un caso limite de la funcién

+1 t>0
sgnt =
{—l t<0

sant

Figura 3.25. La funcidn signo.
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+e ™  t>0
Z(t) = +bt
—e t<0

de manera que z(t) —>sgnt si b—0. Latransformada de z(t) es
— j4nf

2= anty

y, por tanto,

i 1
g{SQnt}:LmZ(f):ﬁ

de donde se obtiene el par de transformadas
1
sgnt & —
jnf
Las funciones escalon y signo estan relacionadas por la ecuacion
1 1 1
u(t)=—=(sgnt+1)=—sgnt+—
()= (sgnt+1)="sgnt+2
Yy, por consiguiente,

u(t) <

1
2 +28(1) (3.114)

Ahora queremos derivar la propiedad de integracion cuando la sefial integrada tiene un area neta
diferente de cero. Esta propiedad se obtiene mediante la convolucion de u(t) con una sefial de energia
arbitraria x(t),

x(t)*u(t):Tx(k)u(t—k)dx

t

- j X (A)dA
Pero, del teorema de la convolucién y la Ec. (3.114), se tiene que
1
] t )t =X(f —o(f
{x@=u) j=x( )LGﬁz ( )}
por lo que
‘ 1 1
jx(x)dx o +ZX(0)8(F) (3.115)
j2nf 2

—00

la cual se reduce a nuestro teorema de integracion previo cuando X(0) = 0.
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Ejemplo 16. Considere un sistema LIT con respuesta al impulso
h(t)=e*u(t)

y cuya excitacion es la funcion escalén unitario u(t). La transformada de Fourier de la salida es

Y(0)=F{ut)}§{ e u(t)} :{nﬁ(m)+i}( L J

jo |l a+ jo
1
=—0(w)+
a jo(a+ jo)
1 1 1 1
=—{n8(w)+_—}—— :
a jo| aa+ jo

Tomando la transformada de Fourier inversa de ambos lados resulta en
1 1
y(t)=—u(t)——e*u(t)
a a

:E[l—e‘a‘] u(t)

a

3.8 Modulacién

La propiedad de convolucion expresa que la convolucion en el dominio del tiempo se corresponde con
una multiplicacion en el dominio de la frecuencia. A causa de la propiedad de dualidad entre los
dominios del tiempo y de la frecuencia, es de esperar que también se cumpla una propiedad dual.
Especificamente, si

X(t) & X(ow)
m(t) < M(w)
entonces
x(m(t) <« E[X(0)*M(w)]=X(f)=M(f) (3.116)

La convolucion de sefiales de frecuencia se obtiene exactamente igual a la convolucion en el dominio
del tiempo; es decir,

X(@)*H(@)= [ X(0)H(o-0)do= [ H(o)X(0-o)ds
La multiplicacién de la sefial deseada x(t) por m(t) es equivalente a alterar o modular la amplitud de x(t)

de acuerdo con las variaciones en m(t), y por ello también se denomina modulacion de amplitud. La
importancia de esta propiedad se ilustrard con algunos ejemplos.
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Ejemplo 17. Sea x(t) una sefial cuyo espectro X(w) se muestra en la Fig. 3.26a. También considere la
sefial m(t) definida por

m(t) = cos m,t
Entonces
M (o)=nd(o—0,)+nd(o+w,)

como se muestra en la Fig. 3.28b, y el espectro (1/2n1) M(®)*X(w®) de m(t)x(t) se obtiene aplicando la
Ec. (3.112):

M (0)* X (0) =1 X (0—0y)+1 X (0+o,) = R(0)

el cual se grafica en la Fig. 3.26¢c. Aqui hemos tomado my > ®; para que las partes diferentes de cero de
R(w) no se solapen. Vemos entonces que el espectro de la onda resultante de la multiplicacion en el
tiempo consiste de la suma de dos versiones desplazadas y escaladas de X(w).

S(w)
A
-0, 0 o ®
@)
_1 *
P(o) R(w) =5, [S(w) * P(w)]
TT T
T T A2
/ L\ / 1\

— 0 o o —oro @ g, O W01 @y Wete;  ©

(b) (©

Figura 3.26. La propiedad de modulacién.

De la Ec. (3.116) y de la Fig. 3.26 esta claro que toda la informacion contenida en la sefial x(t) se
preserva cuando la multiplicamos por una sefial sinusoidal, aunque la informacién ha sido corrida hacia
frecuencias mayores. Este hecho forma la base para los sistemas de modulacién de amplitud sinusoidal
y en el proximo ejemplo le damos una mirada a como podemos recuperar la sefial original x(t) a partir
de la sefial modulada.

Ejemplo 18. Consideremos ahora la sefial r(t) = m(t)x(t) en el Ejemplo 16 y sea

g(v) = r(®m()
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donde, de nuevo, m(t) =cosw,t. Entonces, R(®), M(®) y G(w) son como se muestra en la Fig. 3.27.

R(w)
A2
[\ [\
-y 0 Wy ®
(@
M(w) G(w)
7 T A2
| AR W
| |
—p 0 N ® -2y 0 2mp ®

(b) (c)
Figura 3.27. Espectros de las sefiales en el Ejemplo 18.

De la Fig. 3.27c y de la linealidad de la transformada de Fourier, vemos que g(t) es la suma de 3 x(t)
y una sefial con un espectro que es diferente de cero solamente para las frecuencias mas altas (centradas
alrededor de +2wg). Suponga que aplicamos la sefial g(t) como la entrada a un sistema LIT con
respuesta de frecuencia H(w) que es constante para frecuencias bajas (digamos para |0)| <@, Yy cero
para las frecuencias altas (para |0)| > ®,). Entonces la salida de este sistema tendra como su espectro

H(w)G(w), la cual, debido a la seleccion particular de H(w), sera una réplica a escala de X(w). Por lo
tanto, la salida misma sera una version a escala de x(t).

3.9 Generacion de Otros Pares de Transformadas

El impulso y el escalon unitarios estan relacionados por la identidad
d
8(t—td):au(t—td) (3.117)

la cual proporciona otra interpretacion del impulso en términos de la derivada de una discontinuidad en
la forma de un escaldn. Esta ecuacion, junto con la ecuacion de definicion del impulso, facilita ciertos
calculos de transformadas y ayuda a predecir el comportamiento de alta frecuencia de una sefial. El
método es el siguiente: Se diferencia repetidamente la sefial bajo analisis hasta que aparezcan por
primera vez una o mas discontinuidades escalonadas. La siguiente derivada, digamos la n-ésima,
incluye entonces un impulso A d(t—t, ) por cada discontinuidad de amplitud Ay, por lo que
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(3.118)

donde y(t) es una funcién que no contiene impulsos. Transformando la Ec. (3.118) da
(jznf)"X(f):Y(f)+Z:,%e“'2"ftk (3.119)
k

la cual puede resolverse para obtener X (f) si se conoce Y (f).

Ejemplo 19. La Fig. 3.28 muestra una forma de onda Ilamada el pulso coseno levantado porque esta

definida como
A Tt t
x(t)=—|1+cos— |I1| —
2 T 27

Usaremos el método de diferenciacion para determinar el espectro X (f) y el comportamiento en alta
frecuencia.

Al derivar se encuentra que

dx(t) A t A
L e

I\)

d?x(t) Al(n)  at t An =t
o —E[—j cos—H(—J—E¥senT[6(t+r)—8(t—r)]

Al m ? it t
=——| —| cos—II| —
2\ 1 T 27

Observe que d?x(t)/dt? es discontinuaen'y = £t y, por ello, a partir de esta Gltima relacion se tiene que

dex(t) dx(t) A
e ——(—j it +2[TJ [8(t+71)-8(t—1)]

T

y tomando la transformada se obtiene

. 3 Y . n) A jomft - j2nft
(j2nf) X(f)=—(;j (jan)X(f)Jr(;j E(e S

para obtener finalmente que

JAsen2nft _Atsinc2fr
jonf +(t/n)? (j2nf)  1-(2fr)?

X(f)=
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A
x(t) A
2
@ —‘1: -2 0 12 =1 t
ﬁ | mA
dt / T2
T 0 .
d2x (E)Z A
(b) _r Q/ . t

At
At / 2f1:‘1—(2 fr)2 \

N\

0 Y2t = 32t 2t

Figura 3.28. Pulso coseno levantado. (a) Forma de onda; (b) derivadas; (c)
espectro de amplitudes.

cuyo espectro de amplitudes se muestra en la Fig. 3.28 para f >0. Observe que |X(f)| tiene un

comportamiento de tercer orden (n=3), en tanto que un pulso rectangular con
| X (f)|=|sinc ft|=|(sennft)/(nft)| tendria solamente un comportamiento de primer orden.

3.10 Densidad Espectral de Potencia

Existe una clase importante de sefiales, a saber, las sefiales de potencia no-periddicas, para las cuales
todavia no hemos desarrollado un modelo en el dominio de la frecuencia. La serie de Fourier no existe
para sefiales de potencia no periodicas que no estan limitadas en el tiempo. Para esas sefiales, la
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transformada de Fourier puede existir 0 no, y no es aplicable el concepto de densidad espectral de
energia. Sin embargo, puesto que se supone que la potencia promedio es finita, podemos usar funciones
de la densidad espectral de potencia para describir sefiales de potencia no-periodicas en el dominio de
la frecuencia.

Suponga que se nos da una sefial de potencia x(t). Formemos con ella una version truncada x; (t) de
X(t), como se muestra en la Fig. 3.29. La potencia promedio normalizada de x; (t) esta dada por
T/2
T 1 2
St == I I x(t) [ dt (3.120)

X
-T/2

Figura 3.29. (a) Una sefial de potencia. (b) Version truncada de la sefial.

T

Ahora se introduce la funcion de autocorrelacion R, (t) de xr(t) definida como

/2
1
Ry (1) == I X (1) (t+1)dt (3.121)
“T2

T

La transformada de Fourier de R, (t) es

_[ RY (r)exp(—jznfr)dm%jexp(—jznfr)“ X, (t) % (t+r)dt}dr

—0

—0 |-

=%j I:IXT (1), (t+1)exp(- j2nf (t+r))exp(j2nﬂ)dt}dr

00

=%I X, (t)exp(jznft)U X, (t+7)exp(— j2nf (t+r))erdt

—00

:Tle (- )X, (f) (3.122)
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donde X, (f) es latransformada de Fourier de xr(t).

Puesto que x(t) es real, tenemos que X, (—f)=X; (f) Yy, por tanto,

J.RIX(r)exp(—janr)dr:%XT(f)|2

T
XX

Haciendo R, (t)=limR, (t) y tomando el limite T — o en ambos lados de la ecuacion anterior, se
T

obtiene que
T 1
J.RXX(r)exp(—j2nfr)dr=!im;|XT(f)|2 (3.123)

El lector debe observar que el limite en el lado derecho de la Ec. (3.123) puede no existir siempre. El
lado izquierdo de la Ec. (3.123) es la transformada de Fourier de la funcion de autocorrelacion de la

sefial de potencia x(t). En el lado derecho tenemos a | X; (F) |2, que es la densidad espectral de energia

de x1(t) y, por lo tanto, | X; (f )|2/T da la distribucion de potencia en el dominio de la frecuencia. Por

esta razon podemos usar la relacién en la Ec. (3.123) para definir la densidad espectral de potencia
(dep) Gk(f) de x(t) como

G, (f)=8{R, (1)} (3.124)
X))
=Jim———— (3.125)

La relacion dada en la Ec. (3.123) se conoce como el teorema de Wiener — Khintchine y tiene gran
importancia en la teoria de sefiales aleatorias.

Usaremos la dep definida en la Ec. (3.123) como la descripcion en el dominio de la frecuencia de
sefiales de potencia no-periddicas. Ya se definio previamente la dep para sefiales de potencia periodicas
como

o0

G, (f)=>|C, (nfy) [ 8(f —nf,)

N=—o0

El lector puede verificar que la definicion dada en la Ec. (3.123) en efecto se reduce a la ecuacion
anterior para sefiales periodicas. En ambos casos, para una sefial de potencia tenemos que
] 1 T/2 ,
S, =lim= j X2 (t) dt
T—)coT
-T/2

= TGX (f)df (3.126)
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Si x(t) es una sefial de corriente 0 de voltaje que alimenta una resistencia de carga de un ohmio,
entonces S, tiene las unidades de vatios y por ello a G, (f) se le da las unidades de vatios por hertz.

Si la resistencia de carga tiene un valor diferente de un ohmio, entonces G, (f) usualmente se
especifica en términos de volts® por hertz.

Se debe sefalar aqui que la funcién de la densidad espectral de potencia (y la funcion de
autocorrelacion) no describe en forma Unica una sefial. La dep retiene solamente la informacion de la
magnitud y se pierde la informacion de la fase. Asi que para una sefial de potencia dada, hay una
densidad espectral de potencia, pero hay muchas sefiales que tienen la misma densidad espectral de
potencia. En contraste, las series de Fourier y las transformadas de Fourier de sefiales, cuando existen,
describen en forma Unica una sefial en todos los puntos de continuidad.

Ejemplo 20. La funcion de autocorrelacion de una sefial de potencia no-periodica es
R, (t) =exp(—1°/25%)
Determine la dep y el contenido de potencia promedio normalizada de la sefial.

Solucién: Por el teorema de Wiener — Khintchine, la dep de la sefial esta dada por

G (f)= Texp(—rz/Zcz)exp(—j2nf1:)d1:

=2nc° exp[—(an 6)2/2]

La potencia promedio normalizada esta dada por
1 T/2
=i —_ 2 = =
S, =lim_ j X2 (t)dt =R, (0) =1

-T/2

Ejemplo 21. Determine la funcién de autocorrelacién y la densidad espectral de potencia de una forma
de onda rectangular con un periodo To, una amplitud pico igual a A y un valor promedio de A/2.

Solucién

Puesto que X(t) es periddica, necesitamos obtener el “promedio en el tiempo” para la correlacion por
un periodo solamente, es decir,

T0/2
Ry (t)=— j X (t) X (t+7)dt

0 _1,,2

En la Fig. 3.30 se muestran dibujos de x(t) y x(t + t). Para 0<t<T,/2, el valor de R, (t) es igual al
area sombreada en la Fig. 3.30c:

A% (T 1 T
R, (1)=—| 2—t|=p?| -2 | o0<t<2
T, | 2 2 T, 2
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x(1)
A
(a)
~Ta —Tol2 0 Tol2 Ta T
X(t+1)
A
Tol2
(b)
To -T2 0 Tol2 T T
A2 X(Ox(t +1)
(c)
-Ta —Tol2 0 Tol2 Ta T
X(O)x(t +1)
A2, Ru.(1)
(d) / VV\
-To  -TW2 0 T2 Ta T

Figura 3.30 (a) Sefial x(t). (b) x(t + ), la cual es integrada desde
—Ty/2 hasta T,/2 para obtener R, (t). (d) R, (7).

Se puede verificar facilmente que R, (t) es una funcion par y que sera periddica con un periodo igual
a To. En la Fig. 3.30d se muestra un dibujo de R, (t). La dep de x(t) esta dada por

G (f)= ]2 R, (t)exp(—j2nf t)dr

A? 0 4 . )
= | —|1+ D | = |exp(j2nnfyt) |exp(—j2nfr)dt
4 = nZnZ
n impar

—00

donde el término entre corchetes dentro de la integral es la serie de Fourier para R, (t). Completando
la integracion obtenemos

2 0

A 4
G, (f)="| 8()+ > WS(f—nfo)

n=-o
n impar
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Problemas

La serie exponencial de Fourier de una cierta sefial periddica x(t) esta dada por
x(t) = jexp(—j4t) - (3— j3)exp(—j3t) + (2+ j2)exp(-j2t)
+(2—j2)exp(j2t) - (3+ j3)exp(j3t) — jexp(j4t
(@) Grafique el espectro de magnitud y el de fase de los dos espectros bilaterales de frecuencia.
(b) Escriba x(t) en la forma trigonométrica de la serie de Fourier.

La sefial mostrada en la Fig. P3.2 es creada cuando una onda de voltaje o de corriente en forma de
coseno es rectificada por un solo diodo, un proceso conocido como rectificacion de media onda.
Deduzca la serie de Fourier exponencial para la sefial rectificada de media onda.

X(t) =cost
1/
\ 4 \ /\
—21 _3n _x g = 3n 2m 5n t
2 2 2 2 2
Figura P3.2

Determine la expansion en serie de Fourier trigonométrica para la sefial en el Problema 3.2.

Dada la onda periddica x(t) =e™", 0 <t < Ty, determine los coeficientes de la serie exponencial de
Fourier y dibuje los espectros de amplitud y de fase.

La sefial en la Fig. P3.5 se crea cuando una onda de voltaje o de corriente en seno es rectificada
por un circuito con dos diodos, un proceso conocido como rectificacion de onda completa.
Determine la expansion en serie de Fourier exponencial para la sefial rectificada de onda
completa.

X(t) =|sent|

2 -m (Q m™ 2=m t

Figura P3.5

Halle la representacion en serie de Fourier trigonomeétrica para la sefial en el Problema 3.5.
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3.7. Halle las representaciones en series de Fourier exponenciales de las sefiales mostradas en la Fig.
P3.7. En cada caso, grafique los espectros de magnitud y de fase.

3.8. Determine las representaciones en serie de Fourier trigonométrica de las sefiales mostradas en la
Figura P3.7.

|—|11(t|)|— )
RN R

(a) (b)

X(t) x(t)

i

21 ‘oiz' t

(© (d)

Figura P3.7

3.8. (a) Demuestre que si una sefial periodica es absolutamente integrable, entonces |c,| < 0.

. . . . N . 27 :
(b) ¢Tiene representacion en serie de Fourier la sefial periodica x(t):senT? Explique su

respuesta.

(c) ¢Tiene representacion en serie de Fourier la sefial periddica x(t) =tan2nt ? ¢Por qué?

3.9. (a) Demuestre que x(t)=t*, —m<t<m, x(t+2m)=x(t) tiene la serie de Fourier

m 1 1
X(t) =——4| cost ——cos 2t +—cos3t —+---
3 4 9
(b) Hagat = 0 para obtener la expresion
i(_l)mrl ~ TCZ
i p2 12

3.10. Los coeficientes de Fourier de una sefial periddica con periodo T vienen dados por




3.11.

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17
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0, n=0

C, = 1+exp(—jn—;j—2exp(—jnn), n=0

¢Representa esto una sefial real? ¢Por qué o por qué no? A partir de la forma de c,, deduzca la
sefial de tiempo x(t). Ayuda: Use la relacién

jexp(—jnmt)8(t—t1)dt=exp(—jnoot1)
(a) Grafique la senial
1 &2 nm
X(t)=—+ ) —sen—-cos2nnt
M=% ;nn 4 "

ParaM=1,3y5.
(d) Prediga la forma de x(t) conforme M — oo.

Halle las series de Fourier exponencial y trigopnométrica para los trenes de impulsos mostrados en
la Fig. P3.12.

X(t) X(t)

t ll 0113 t
\ 4

Figura P3.12

(a) Calcule la energia de la sefial x(t) dada en la Figura P3.12.

(b) Si la energia de los primeros cuatro armdnicos es igual a 0.0268 julios, calcule la energia
contenida en el resto de los armonicos.

Especifique los tipos de simetria para las sefiales mostradas en la Figura P3.14. Especifique
también los términos que son iguales a cero.

Demuestre que el valor cuadratico medio de una sefial periodica real x(t) es igual a la suma de los
valores cuadraticos medios de sus arménicos.

Conociendo la expansion en serie de Fourier de x;(t) mostrada en la Figura P3.16a. determine los
coeficientes de x,(t) mostrada en la Figura P3.16b.

Considere la onda triangular mostrada en la Fig. P3.17. Usando la técnica de diferenciacion,
determine (a) la serie de Fourier exponencial de x(t), y (b) la serie de Fourier trigonométrica de

X(t).
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o/ N2/ \
T 0 T 2T t J—Z—loi _/3 \_t

(© (d)
Figura P3.14
Xo(t)
X1(1) 2
1 _I—l‘ | H
-T 0 T T T+1 t -3 -10 2 3 5 t
Figura P3.16
X(t)
A
1
\ |

—To 0 To 2Ty t
Figura P3.17

3.18 La convolucién periodica o circular es un caso especial de la convolucion general. Para sefiales
periddicas con el mismo periodo T, la convolucién periddica se define mediante la integral

z(t)=_|_ij.x(r)y(t—r)dr

T
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(@) Demuestre que z(t) es periddica.
(b) Demuestre que la convolucién periddica es asociativa y conmutativa.

3.19 Determine la convolucion periddica de las dos sefiales mostradas en la Fig. P3.19.

X(1t) y(t)

1 11 - I\ 1 I\

-2 -1 %0 % 1 2 t -2 -1 0 1 2 t

Figura P3.19

3.20 Considere la sefial periddica x(t) cuya serie exponencial de Fourier es
x(t) = ch exp( jno,t), ¢, =0

(a) Integre término por término para obtener la expansion de Fourier de y(t) = Jx(t)dt y demuestre
que y(t) también es periddica.

(b) (Como se comparan las amplitudes de los armoénicos de y(t) con las amplitudes de los
armonicos de x(t)?

(c) ¢Laintegracion les quita o les pone énfasis a las componentes de alta frecuencia?
(d) Usando la parte (c), ¢es la onda integrada mas suave que la original? Explique.

3.21 Larepresentacion en serie de Fourier de la sefial triangular en la Figura P3.21(a) es
8 1 1 1
X(t)=—|sent——sen3t+—sen5t——sen7t+ ---
n 9 25 49

Use este resultado para obtener la serie de Fourier para la sefial en la Fig. P3.21b.

X(t)

/ -2n —W 0 nv2ﬂ: t -2 -m 0 n 2t
&

Figura P3.21



227

3.22 Un voltaje x(t) se aplica al circuito mostrado en la Figura P.3.22. Si los coeficientes de Fourier de

3.23

3.24

X(t) estan dados por

c = ! ex 'nn
"Nl pJ3

(a) Demuestre que x(t) debe ser una sefial real del tiempo.

(b) ¢Cudl es el valor promedio de la sefial?

(c) Determine los tres primeros armonicos de y(t) diferentes de cero.

(d) ¢Qué le hace el circuito a los términos de alta frecuencia de la entrada?

(e) Repita las partes (c) y (d) para el caso donde y(t) es el voltaje en el resistor.

10

X(t)C_) 1F /— Y()

Figura P3.22

Si el voltaje de entrada al circuito mostrado en la Fig. P3.22 es
x(t) =1+2(cost +cos 2t + cos 3t)

determine el voltaje de salida y(t).

La entrada
x(t) = ch exp( jno,t)

se aplica a cuatro sistemas diferentes cuyas respuestas son

Y (1) = > (a=3)| c,[exp[ j (nept+d—3neyt,) |

N=—o0

y, () = ia ¢, exp| jne, (t—t, )]

n=—c0

Y5 ()= o’|c, |exp[j(noaot+¢— n’w,t, )]

y, (1) = Znoc| ¢, [exp[ j(neyt— )]
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¢Cual de ellos, si hay alguno, es un sistema sin distorsion?
3.25 Para el circuito mostrado en la Fig. P3.25,

(a) Determine la funcion de transferencia H(jo).

(b) Grafique | H(jo)| y £ H(jo).

(c) Considere la entrada x(t) =10exp( jwt). ¢Cudl es la frecuencia mas alta que se puede usar
de forma que

|y (t)—x(t)]
| X ()]

(d) ¢Cual es la mayor frecuencia que se puede usar tal que ZH(jw) se desvie de la caracteristica
lineal ideal por menos de 0.02?

<0.01?

1kQ

AVAVAY
X(t) (_) 1nF ~~ Y(t)

Figura P3.25

3.26 Se pueden usar dispositivos no lineales para generar arménicos de la frecuencia de entrada.
Considere el sistema no lineal descrito por

y(t) = Ax(t)+Bx* (1)

Determine la respuesta del sistema a x(t) =a, cosw,t+a, cos2m,t. Haga una lista de todos los
nuevos armonicos generados por el sistema y también sus amplitudes.

3.27 Se usa una fuente de frecuencia variable para medir la funcion del sistema H(jw) de un sistema
LIT cuya respuesta al impulso es h(t). La salida de la fuente y(t)=exp(jo t) se conecta a la

entrada del sistema LIT. La salida H (w)exp(jo t) se mide para frecuencias diferentes. Los
resultados se muestran en la Fig. P3.27.

|H(o)] ZH(w)
o
12 2
4x10° 0 4x10° © 0 ®
21 _z
2
Figura P3.27

Determine la respuesta del sistema para la sefial de entrada siguiente:
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3.29

3.30

3.31
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X(1)

\ \
—700 500 300 —200 0 200 300 500 700 o

Para el sistema mostrado en la Fig. P3.28, la entrada x(t) es periodica con periodo T. Demuestre
que yc(t) y ys(t) en cualquier tiempo t > Ty despues de aplicar la entrada se aproximan a Re{c } e

Im{c,}, respectivamente. En efecto, si T; es un mdltiplo entero del periodo t de la sefial de
entrada x(t), entonces las salidas son exactamente iguales a los valores deseados. Discuta las
salidas para los casos siguientes:

(a) Tl =T
(b) Ty=mT
() Ty>TperoTy =T

ht) —> vl®) h(®)

UT,

CoS Nt o
(1)0 =
sen nagt T

0 T1 t
*)é—> ht) — ¥

Figura P3.28

X(t) ——>

La ecuacion diferencial siguiente es un modelo para un sistema lineal con entrada x(t) y salida
y(®):

dy(t)
dt

Si la entrada x(t) es una onda cuadrada de periodo 2 s, duracién de | pulso igual a 1 s y amplitud
unitaria, determine las amplitudes del primer y tercer arménicos en la salida.

+2y(t) =x(1)

Repita el Problema 3.29 para el sistema descrito por la ecuacion diferencial
y"(t)+4y'(t)+3y(t) =2x(t) +x'(t)

Considere el circuito mostrado en la Fig. P3.31. La entrada es la sefial rectificada de media onda
del Problema 3.2. Halle la amplitud del segundo y cuarto armonico de la salida y(t).



3.32

3.33

3.34

3.35

3.36
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500 Q2
VVV

x(t)C_) 100 pF ~~ 500 Q> y(t)

Figura P3.31

Considere el circuito mostrado en la Fig. P3.32. La entrada es la sefial rectificada de media onda
del Problema 3.2. Determine la amplitud del segundo y del cuarto arménico de la salida y(t).

0.1H
Y YN

x0 () 100 pF 7~ 1k y(t)

Figura P3.32

Considere el circuito mostrado en la Fig. P3.31. La entrada es la sefial rectificada de onda
completa del Problema 3.5. Determine la componente cd y la amplitud del segundo arménico de
la salida y(t).

Considere el circuito mostrado en la Fig. P3.32. La entrada el la sefial rectificada de onda
completa del Problema 3.5. Determine la componente cd y la amplitud del segundo y el cuarto
armonico de la salida y(t).

Demuestre que las relaciones siguientes son identidades:

o

@ Y exp(jnoyt) =

Bt sen (o, t/2)
T/2 1
sen (”ij@ot
b 1 3 dt=1
T sen (o, t/2)
-T/2

Para la sefial x(t) mostrada en la Fig. P3.15a, mantenga T fijo y discuta el efecto de variar t (con
la restriccion T < T) [ sobre los coeficientes de Fourier.
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3.37 Considere la sefial mostrada en la Fig. P3.15a. Determine el efecto sobre la amplitud del segundo
armanico de x(t) cuando hay un error muy pequefio en la medicion de t. Para hacer esto, haga t =
To — €, donde & << 14, y determine la variacion del segundo armonico con respecto a . Determine
el cambio porcentual en |c,| cuando T =10 y € = 0.1.

3.38 En la Figura P3.38 se muestra una onda sinusoidal truncada.
(a) Determine los coeficientes de la serie de Fourier.
(b) Calcule la amplitud del tercer arménico para B = A/2.

(c) Obtenga ty de manera que |c3| Sea un maximo. Este método se usa para generar contenido
armonico a partir de una forma de onda sinusoidal.

x(t)
Asent
-~ - ~—

/ \ B i H
-2n -7 0 tg -ty m 2n
"Bt N

~ - ~ -

Figura P3.38

3.39 Para la sefial x(t) mostrada en la Fig. P3.39 determine lo siguiente:
(a) Los coeficientes de la serie de Fourier.
(b) Resuelva por el valor de ty para el cual |c3| es maximo.

(c) Compare el resultado con la parte (c) del Problema 3.38.

X(t)

4
e
L~
|
a
+
s
o
7/
L~
a
+
s
N
a

—21 —2m +to —n\l /| o TE\I / t
/ /
4 4

Figura P3.39

3.40 La sefial mostrada en la Fig. P3.40 es la salida es la sefial rectificada de media onda suavizada.
Las constantes t3, t, y A satisfacen las relaciones siguientes:

ot =n—tan™ (oRC)
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A=senm t exp (;—Cj

t
Aexp| ——2 |=senm t
p( ch (U )

RC=0.1s

®=271tx60=377 rad/s
(@) Verifique que o t, =1.5973 rad, A=1.0429,y ® t, =7.316 rad.
(b) Determine los coeficientes de la serie de Fourier exponencial.

(c) Determine la relacion entre las amplitudes del primer arménico y la componente cd.

A sen ot
S o Aexp(-10t)
1r D -~
,'I “‘ T +t0 "(‘/
0 ot n 2n @tz t
Figura P3.40

3.41 Determine la transformada de Fourier de una sefial periddica x(t) con periodo To.
3.42 La transformada de Fourier de una sefial x(t) est4 dada por [Fig. P3.42]
X (@) =3P, (0= )+3 P, (0+;)
Determine y dibuje x(t).

X(w)
172

- 15 0 Oy—a ®) pta Q]

Figura P3.42

3.43 Un sistema se excita mediante la sefial



3.44

3.45

3.46

3.47

3.48

3.49

3.50
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t
x(t) = 6rect(zj

y Su respuesta es 10[(1—e““2) )u (t+2) —(1—e‘(“2) )u (t— 2] . ¢ Cual es su respuesta al impulso?
Usando el teorema de convolucion, determine la transformada de Fourier inversa de

1
S NPY

Dibuje una gréafica de la sefial producida por la convolucion de las dos funciones siguientes:

(@) 2rect(t)*rect(t)

(b) rect[EJ * rect[ﬂj
2 2

(c) 258(t)x5sent

Determine la transformada de Fourier de las sefiales siguientes:

@ x(®)=u(-1)

(b) x(t)=e*u(-t), a>0

Determine la transformada de Fourier del pulso gaussiano
x(t)=e™* a>0

Halle la transformada de Fourier inversa de

@ X(o0)=

(a+ jo)"

O ) T

Halle la transformada de Fourier de las sefiales siguientes, usando la propiedad de multiplicacion:
(@) x(t)=cosm,tu(t)

(b) x(t)=senwm,tu(t)

() x(t)=e *cosm,tu(t), a>0

(d) x(t)=e*senw,tu(t), a>0

Sea x(t) una sefial cuya transformada de Fourier esta dada por
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1 |oo|<1
X(w)=
0 |o|[>1
Considere la sefal
d?x(t)
t) =
y(t) e
Determine el valor de
j ly(0)[ dt
3.51 Dibuje la transformada de Fourier inversa de la funcion en la Fig. P3.51.
| X ()]
P
f
-5 5
OX(f)

Figura P3.51

3.52 Sea x(t) una sefal real cuya transformada de Fourier es X(w). La sefial analitica x.(t) asociada
con x(t) es una sefial compleja definida por

X, () =x(t)+ jx(t)
donde x(t) es la transformada de Hilbert de x(t).

(a) Halle la transformada de Fourier X.(®) de x.(t).

(b) Halle la sefal analitica x.(t) asociada con cosw,t Yy su transformada de Fourier X.().

3.53 Considere una sefial real x(t) y sea
X (o) =F{x(t)}=A(0)+ jB(w)

x(t)=x, (t)+x (t)
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donde x(t) y xi(t) con las componentes par e impar de x(t), respectivamente. Demuestre que
X, (1) < A(o)
X (t) <« jB(o)

3.54 Considere un sistema LIT de tiempo continuo con respuesta de frecuencia H(w). Determine la
transformada de Fourier S(w) de la respuesta al impulso unitario s(t) del sistema.

3.55 Un sistema se excita mediante la sefial
t
x(t) = 4rect(5]

y(1) =10[(1—e-“+1> Ju(t+1)—(1-e 2 u(t —1)]

¢Cual es la respuesta al impulso?

y su respuesta es



CAPITULO CUATRO

ANALISIS DE FOURIER

TIEMPO DISCRETO
4.1 Introduccion

Las técnicas del analisis de Fourier en tiempo continuo desarrolladas en el capitulo anterior tienen
mucho valor en el analisis de las propiedades de sefiales y sistemas de tiempo continuo. En esta parte
nos dedicamos al estudio del analisis de Fourier en tiempo discreto, dando primero un leve tratamiento
de las sefiales discretas. Estas, como su nombre lo indica, son sefiales que estan definidas solamente en
instantes discretos del tiempo EIl enfoque sigue muy de cerca el tratamiento que se hizo del caso en
tiempo continuo y los resultados son muy semejantes a los obtenidos en el Capitulo 3.

4.2 Sefiales Periodicas

Como ya se vio para los sistemas de tiempo continuo, estamos interesados en la respuesta de sistemas
lineales a excitaciones periddicas. Ya se estudio que una secuencia (sefial de tiempo discreto) x[n] es
periddica con periodo N si existe un entero positivo N para el cual

X[n+N]=x[n] paratoda n (4.1)
En la Fig. 4.1 se muestra un ejemplo de una secuencia de este tipo.
De laFig. 4.1y la Ec. (4.1) se deduce que
x[n+mN]=x[n] (4.2)

x[n]

lepele 1y,

N 0 N 2N N

Figura 4.l
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para toda n y cualquier entero m. El periodo fundamental Ny de x[n] es el menor entero positivo N para
el cual se cumple la Ec. (4.1). Una secuencia que no es periodica se denomina una secuencia no
periddica (o aperiodica).

Para una sefial de tiempo discreto x[n], el contenido de energia normalizada E de x[n] se define como

E=|x[n]|’ (4.3)

n=—o

La potencia promedio normalizada P de x[n] se define como

lim LZNI ik (4.4)

Con base en estas definiciones, se definen las siguientes clases de sefiales:

1. Se dice que x[n] es una sefial (secuencia) de energia si y solo si 0 < E < « (y, en consecuencia, P =
0).

2. Se dice que x[n] es una sefial (secuencia) de potencia si y solo si 0 < P < oo, implicando con ello que
E=w.

3. A las sefiales que no satisfacen ninguna de estas propiedades no se les refiere ni como sefiales de
energia ni de potencia.

Observe que una sefal periodica es una sefial de potencia si su contenido de energia por periodo es
finito, y entonces la potencia promedio de esta sefial solo tiene que evaluarse durante un periodo.

4.3 Serie de Fourier Discreta

4.3.1 Secuencias Periodicas

En la Sec. 1.3 se defini6 a una sefial (secuencia) de tiempo discreto como periddica si existia un
entero positivo N para el cual

X[n+N]=x[n] para todan (4.5)
El periodo fundamental Ny de x[n] es el menor entero positivo N para el cual se satisface la Ec. (4.5).

Ya vimos en el Cap. 2, que la secuencia exponencial compleja
X[n] =gl (2¥No)n = gi%n (4.6)

donde Q, =2n/N, , es una secuencia periodica con periodo fundamental No. Como ya se analizo

anteriormente, una diferencia muy importante entre la funcién exponencial compleja de tiempo discreto
y la de tiempo continuo es que las sefiales e’ son diferentes para valores diferentes de wo, pero las
secuencias e'™" que difieren en frecuencia por un multiplo de 2x, son idénticas; es decir,

ej(QO+2n)n =ejQ0nej2nkn =ej§20n (47)
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Sea
ikQyn 27
lPk[n]:e 0 y QOZN—, kzO,il,iZ,... (48)
0
Entonces por la Ec. (4.7) tenemos
Yo[n]=%, [n], ¥,[n]=Y¥ .[n] ..., ¥ [n]="Y . [n] ... (4.9)

De modo que las secuencias ¥, [n] son diferentes sdlo en un intervalo de No valores sucesivos de k.
Es decir, cuando k es cambiado por cualquier multiplo entero de No, se genera la secuencia idéntica.

4.3.2 Representacion en Serie de Fourier Discreta

En analogia con la representacion de sefales periddicas en tiempo continuo, se busca una
representacion en serie de Fourier discreta de una secuencia periédica x[n] con periodo fundamental No,
en funcion de los armoénicos correspondientes a la frecuencia fundamental 2n/N, . Es decir, buscamos

una representacion para x[n] de la forma
Ny -1 )
x[n]=) ae' ™™, Q =— (4.10)
k=0 No

donde los valores ax son los coeficientes de Fourier y estan dados por

No—1

D x[n]e " (4.11)

a—l
“ N, &

La validez de la relacion dada por la Ec. (4.11) se demuestra en la forma siguiente: Usando la
condicidn de ortogonalidad (la demostracién de ésta se deja como ejercicio)

3w, [n]W; [n]= Y enNng k@
n=(N) n=(N)

=2
n=(N

donde las secuencias {¥,[n]} son ortogonales en cualquier intervalo de longitud N. Por ejemplo, el
conjunto de exponenciales complejas

¥ [n]=eX¥™n Kk =0,1,2,...,N-1 (4.13)

N m=k (4.12)

i (m-K)(2m/N)n :{ m.k <N

) 0 m =k

es ortogonal en cualquier intervalo de longitud N.

Reemplazando la variable k de la sumatoria por m en la Ec. (4.10), tenemos

N-1 )
X[n]zzamelm(Zn/No)n (4'14)
m=0
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Usando la Ec. (4.13) con N = Ny, la Ec. (4.14) puede escribirse como

No—1

x[n]=> a, ¥, [n] (4.15)

Multiplicando ambos lados de la Ec. (4.15) por ¥, [n] y sumando desde n = 0 hasta No — 1, se obtiene

No—1

> x[n¥;[n]= Y a, (Z ‘Pm[n]}Pz[n]

n=0

Intercambiando el orden de las sumatorias y usando la Ec. (4.12), obtenemos
No-1 No-1 No-1
2 x[n1¥ilnl= 2 a, (Z Yo [n]Y, [n]j =Noa,
n=0 m=0 n=0

y de aqui se obtiene la Ec. (4.11).
Usando la Ec. (4.9), las Ecs. (4.10) y (4.11) pueden escribirse como

- 2
x[n]= > ae’", O =N—7t (4.16)
k=(No) 0
l — jkQpn
a, =—— >, x[n]e M (4.17)

No nRo)
donde Z (Mg} denota la sumatoria en k conforme k varia en un intervalo de Ny enteros sucesivos. Asi,
—\"0

conforme ntomalosn =0, 1, ..., No — 1, las muestras x[n] de x(t) son aproximadas por la Ec. (4.16).
La Ec. (4.16) representa la ecuacion de sintesis y la Ec. (4.17) la ecuacion de analisis. Haciendo k = 0
en la Ec. (4.17), se obtiene

a, _ > x[n] (4.18)

0 n=(No)
la cual indica que ag es igual al valor promedio de x[n] en un periodo.

A los coeficientes de Fourier ax con frecuencia se les refiere como los coeficientes espectrales de
x[n]. Es facil demostrar que a, =a,,, (jhagalo!). Es decir, si consideramos mas de No valores

secuenciales de Kk, los valores ax se repetiran periédicamente con periodo No. Este hecho debe
interpretarse con cuidado. En particular, como solamente hay Ny exponenciales complejas distintas que
son periodicas con periodo No, la representacion en serie de Fourier de tiempo discreto es una serie
finita con N términos. Por consiguiente, si fijamos los N valores consecutivos de k para los cuales
definimos la serie de Fourier en la Ec.(4.16), obtendremos un conjunto de exactamente Ny coeficientes
a partir de la Ec. (4.17). Por otra parte, algunas veces sera conveniente usar diferentes conjuntos de No
valores de k y, en consecuencia, es util considerar la Ec. (4.16) como una suma para cualquier conjunto
arbitrario de N valores sucesivos de k.
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Ejemplo 1. En este ejemplo consideramos la onda cuadrada periodica en tiempo discreto mostrada en
la Fig. 4.2. Podemos evaluar la serie de Fourier de esta funcion usando la Ec. (4.17).

Figura 4.2

Debido a la simetria de esta secuencia con respecto a n = 0, es conveniente seleccionar un intervalo
simétrico en el cual evaluar la sumatoria en la Ec. (4.17). Por ello, expresamos la Ec. (4.17) como

1 & jk(2n/N
8, =— 3 e kG

No n=—N,;
Haciendo m = n + Ny, la ecuacién anterior se convierte en
1 2N,
_ — Jk(27/Ng ) (m-Ny )
a, =——>e’
No m=0
1 2N,
— T plk@uNoN, ze—juzn/No)m
N
0 m=0

cuya sumatoria consiste de los primeros (2N; + 1) términos en una serie geométrica, la cual al ser

evaluada produce
1—e jk2m(2 Ny +1)/N,

a :ielk(Zn/NO)Nl -
“ TN, 1@ K(2m/2Ng)

1 o~ k(2m/2No) |:ejk2n(N1+%)/N0 _e—jk2n(N1+%)/N0):|

= NO efjk(zn/ZNo) |:ejk(2n/2NO) _efjk(ZTt/ZNU):|

1 sen[2nk (N, +%)/N,]
TN, sen(2mk/2N,)

k=0, £N,, +2N,, ...

2N
: k=0,+N,, £2N,, ...

0 —

Esta expresion puede escribirse en una forma mas compacta si los coeficientes se expresan como
muestras de una envolvente:
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_sen[(2N, +1)Q, /2]
- sen(Q,/2)

Nya,

Qp=2k/Ng

En la Fig. 4.3 se dibujan los coeficientes Noax para2N;+ 1 =5y Np = 10.

Envolvente

Figura 4.3

Ejemplo 2. Determine la representacion en serie de Fourier discreta de la secuencia

T s
x[n]=cos—n+sen—n.
3 4
T s
Tomemos x[n]:cos§n+senzn = xa[n] +x2[n], donde

T T
Xl[n]=COS§n —cosQn — Q =3

T T
X [n]=sen n=senQ,n - Q, =

Como Q,/2n=+ (= nuamero racional), xi[n] es periddica con periodo fundamental N; = 6, y como
Q, /2n=% (= namero racional), xz[n] es peri6dica con periodo fundamental N, = 8. Por tanto, x[n] es

periddica y su periodo fundamental esta dado por el minimo comun mdltiplo de 6 y 8, es decir, N = 24
y Q, =2n/N, =n/12. Por la férmula de Euler tenemos que

2 2]
zle—j4§zon + jle—jSQOn _ jlejSQOn +1ej4QOn
2 2 2 2
Asique c;=—j(%). ¢ =%, €, =Chp =Cyp =%, C;=Ca,y =C, = j(+) Yy todos los otros ¢, =0.
Por lo tanto, la serie de Fourier discreta de x[n] es
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x[n]=—J'£e"3Qon s Zgitan  Losman | j1e12190” Q=
2 2 2 2 12

4.3.3 Convergencia de la Serie de Fourier Discreta

Puesto que la serie de Fourier discreta de una secuencia x[n] es una serie finita, en contraste con el
caso de tiempo continuo, y definida completamente por los valores de la sefial en un periodo, no hay
problemas de convergencia con la serie de Fourier discreta y no se presenta el fenémeno de Gibbs. En
otras palabras, el hecho de que cualquier secuencia periddica en tiempo discreto x[n] esta
completamente especificada por un namero finito de parametros, a saber, los valores de la secuencia en
un periodo, es la razén por la cual no hay problemas de convergencia en general con la serie de Fourier
en tiempo discreto.

4.4  Propiedades de la Serie de Fourier Discreta

4.4.1 Periodicidad de los Coeficientes de Fourier

De las Ecs. (4.9) y (4.10) vemos que
A, = & (4.19)

la cual indica que los coeficientes de la serie de Fourier son periddicos con periodo fundamental No. Es
decir, si consideramos mas de Np valores secuenciales de k, los valores de ax se repetiran
periddicamente con periodo No.

4.4.2 Dualidad

De la Ec. (4.19) vemos que los coeficientes de Fourier ax forman una secuencia periddica con periodo
fundamental No. Entonces, escribiendo ax como a[k], la Ec. (4.17) puede escribirse de nuevo como

1 .
alk]= >, ——x[n]e J" (4.20)
n=(Ny) Vo
Sean =-men la Ec. (4.20). Entonces
1 :
alk]= >, ——x[-m]e/®"
n=s) No
Haciendo ahora k = ny m =k en la expresion anterior, obtenemos

a[n]= >, ix[—k]eijOn (4.21)

m=(Ny) 'No



244

Comparando la Ec. (4.21) con la Ec. (4.16), vemos que los valores (1/N,)x[—k] son los coeficientes
de Fourier de a[n]. Si adoptamos la notacién

SFD
x[n] <> a =alk] (4.22)
para denotar el par de series de Fourier discretas (SFD), entonces, por la Ec. (4.21), tenemos

afn] <SE)> Nix[—k] (4.23)

0

La Ec. (4.23) se conoce como la propiedad de dualidad de la serie de Fourier discreta. Dicho de otra
forma, puesto que los coeficientes de Fourier ax de una sefial periddica x[n] son a su vez una secuencia
periodica, podemos expandir los coeficientes ax en una serie de Fourier. La propiedad de dualidad
descrita implica que los coeficientes de la serie de Fourier para la secuencia periddica ax son los valores

(1/No ) x[-Kk].
4.4.3 Otras Propiedades

Cuando x[n] es real, entonces de la Ec. (4.11) [o la Ec. (4.17)] y la Ec. (4.19) se deduce que
a, =ay = a, (4.24)

donde, igual que antes, el asterisco (*) denota el conjugado complejo.
4.4.4  Secuencias Pares e Impares

Cuando x[n] es real, sea
x[n]=x, [n]+x[n]

donde xp[n] y xi[n] son las partes par e impar de x[n], respectivamente y sea
SFD
x[n] <> a
Entonces

SFD

x,[n] <> Re{a}

SFD

x[n] <> Im{a}

(4.25)

Vemos entonces que si x[n] es real y par, entonces sus coeficientes de Fourier son reales, mientras
que si x[n] es real e impar, sus coeficientes son imaginarios.
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Ejemplo 3. Sea x[n] una secuencia periddica real con periodo fundamental No y coeficientes de Fourier
Ck = ak + jby, donde ax y by son reales.

(a) Demuestre que a_x = axy by = —hx.

(b) Demuestre que c, ,, es real si No es par.

(c) Demuestre que x[n] puede también expresarse como una serie de Fourier trigonométrica de la
forma

(No-1)/2 o
x[nl=c,+2 > (a coskQyn—h, senkQn) O =—
k=1

si N es impar, o

(Ng-1)/2

x[n]=c, +(-1)"¢cy , +2 >, (& coskQ,n-h, senkQ,n)
k=1

si Ng es par.

Solucién:

(@) Six[n] es real, entonces de la Ec. (4.11) tenemos

1 Nod _ 1 Not ' *
C, =—— > x[n]ef™" =| — " x[n]e ™" | =c;
No n=0 No n=0

Asi que
Cy=a,+ jb—k = (ak + jbk )* =a — jbk

y obtenemos

(b) Si Ng es par, entonces de la Ec. (4.11),

S Ny _ LR ~ jn
CNO/ZZN_ZOX[n]e ‘ = 0x[n]eJ
0 n= 0 n=

1 No-1
=—> (-1)"x[n] real
No n=0

(c) Escribamos de nuevo la Ec. (4.10) como
Ny -1 _ Ng-1 _
x[n]=> c e =c,+ ) ¢’
k=0 k=1

Si Np es impar, entonces (No — 1) es par y podemos escribir a x[n] como
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CEVCI _
X[N]=c,+ > (" +cy /M)
k=1

Ahora, de la Ec. (4.24),

*

Cny—k = Gk

ej(No—k)s’zon — ejNOQOne— jkQqgn — ejZnne— jkQgn =g JkQqn

Por lo tanto,

(No-1)/2 . )
x[n]=c,+ > (ckeJkQOn e )
k=1

(Ng-1)/2

=c, + kZ:; 2Re( cke‘mO”)

(Ng-1)/2

=c,+2 Y Re(a + jb,)(coskQn+ jsenkQ,n)
k=1

(Ng-1)/2

=¢,+2 Y (& coskQ,n—b, senkQyn)
k=1

Si Np es par, podemos escribir a x[n] como

No—1

x[n]=c, + D c el
k=1

(Ng=2)/2

j i(Ny-k)Q
=C+ . (cke‘k90“+cN0_ke‘( =) °")
k=1

+C,y /zej(No/z)Qo”
0

Usando de nuevo la Ec. (4.24), se obtiene

Cup e —c vy il (No=k) Qo _ o= jkeon

@i(Ne/2) Qan _ o i(No/2)(28/No)n _ gimn _ (_1yn

Entonces

(Ng—=2)/2

x[n]=c, +(-1)"cy , + 2, 2Re(cke""9°n )
k=1

(Ng=2)/2

=cy+(-1)"¢cy . +2 Y (@ coskQ,n—h, senkQ;n)
k=1
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45 Teorema de Parseval

Si x[n] estéa representada por la serie de Fourier discreta (4.16), entonces se puede demostrar que

— Z |x[n]| 2 EX (4.26)

La Ec. (4.26) se conoce como la identidad de Parseval (o el teorema de Parseval) para la serie de
Fourier discreta.

Demostracion: Sean xi[n] y xz[n] dos secuencias periddicas con igual periodo fundamental No y con
series de Fourier discretas dadas por

No-1 _ No-1 _
X1[n]: Zbkejmon Xz[n]: chejkﬂon Qo =N
k=0 k=0

Entonces la secuencia x[n]=x[n]x,[n] es periodica con el mismo periodo fundamental N, (la
demostracion se deja para el lector) y se puede expresar como

Ny -1 ) 27[
x[n]=> ae’™®" Q,=—
= N,
donde ay esta dada por
No-1
a =) b.c, (4.27)
m=0
De esta relacion se obtiene que
1 Nt ) Ny -1
Q =— z X [n]xz [n]67 Jhn = z bka—m
No n=0 m=0
Haciendo k = 0 en la expresion anterior, se obtiene
No-1 Ng-1 No-1
—le[n]x [nl=2 byep =2 b, (4.28)
o n=0 k=0

la cual se conoce como la relacién de Parseval.

Ahora, sean

No-1 _
x[n]=> ae™™®"
k=0
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No-1 '
x*[n]=>_ be "
k=0

Entonces
1 Nod _ 1 Not _ *
b, =—— > x*[n]e” *" :(— x[n]e‘kQO”J =a’, (4.29)
No n=0 No n=0

La Ec. (4.29) indica que si los coeficientes de Fourier de x[n] son los &, entonces los coeficientes de
Fourier de x*[n] son los a’, . Haciendo x,[n]=x[n] y X,[n]=x*[n] en la Ec. (4.28), se tiene que

b.=a ye =c’, (0c, =a)yseobtiene

— > x[n]x*[n]= ) aa, (4.30)
> 3 aa

o n=0

—ZIX[nll —Zlakl

onO k=0

que es la relacién buscada.
4.6 La Transformada de Fourier Discreta

A continuacion se considerara la representacion en el dominio de la frecuencia de sefiales de tiempo
discreto y de duracion finita que no son necesariamente periodicas.

4.6.1 Transformacion de la Serie de Fourier Discreta en la Transformada de Fourier

Sea x[n] una secuencia no periddica de duracion finita. Es decir, para algun entero positivo N,
x[n]=0 |n|>N,
Una secuencia asi se muestra en la Fig. 4.9a. Sea x, [n] una secuencia periddica formada al repetir

X[n] con un periodo fundamental No, como se muestra en la Fig. 4.9b. Si hacemos que N, — o,
tenemos

Jignw Xy, [N]=x[n] (4.31)

La serie de Fourier discreta para x_[n] esta dada por



249

. 2
X [n]= Y ek 0 ="" (4.32)
k(NG N,
donde
1 — jkQyn
a =—— > X, [n]e k> (4.33)
NO n=(No)

(a)

Figura 4.4

Puesto que x, [n]=x[n] para | n | <N, y también como x[n] = 0 fuera de este intervalo, la Ec. (4.33)
puede escribirse de nuevo como

00

1 M . 1 .
8, =—— Y Xx[nJe k" - D x[n]e fxr (4.34)

No n=-N, 0 n=—xo

Definamos la envolvente X (Q) de Noax como

X(Q)= x[n]e (4.35)

N=—o00
Entonces, de la Ec. (4.34), los coeficientes de Fourier pueden expresarse como

1
a =X (k) (4.36)

0
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donde Qo se usa para denotar el espacio muestral 2m/No. Asi pues, los coeficientes ax son
proporcionales a muestras igualmente espaciadas de esta funcion envolvente. Sustituyendo la Ec.
(4.36) en la Ec. (4.32), tenemos

1 _
Xy, [N]= D =X (ke )e" ™"

k=(No) 'No

X, [n]:& D X (kQ el (4.37)
T 2mdm)

De la Ec. (4.35), X (Q) es periodica con periodo 2 y e también lo es. Por ello, el producto

X (Q)e’™ también sera periodico con periodo 2. Como se muestra en la Fig. 4.5, cada término en la

sumatoria de la Ec. (4.37) representa el area de un rectangulo de altura X (kQ2,)e™*" y anchura Q, .

Conforme N, —» o, Q, =2xn/N, se hace infinitesimal (Q, — 0) y la Ec. (4.36) se convierte en una

integral. También, puesto que la sumatoria en la Ec. (4.37) es sobre Ny intervalos consecutivos de
anchura Q, =2n/N, , el intervalo total de integracion siempre tendra una anchura de 2m. Asi que

conforme N, — o Yy en vista de la Ec. (4.31), la Ec. (4.37) se convierte en

x[n]:%f X (Q)e ™ dQ (4.38)

Como X (Q)e'™ es periodica con periodo 2m, el intervalo de integracion en la Ec. (4.38) puede
tomarse como cualquier intervalo de longitud 2.

X (Q)e ™
X (KO, ) e 14 \
I
| | |
-2 0 kQ T 271 Q
Figura 4.5

4.6.2 Par de Transformadas de Fourier

La funcion X (Q2) definida por la Ec. (4.35) se denomina la transformada de Fourier de x[n] y la Ec.
(4.38) define la transformada de Fourier inversa de X (Q). Especificamente, ellas se denotan por
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0

X (Q)=F{x[n]}= > x[n]e *" (4.39)

N=—o0

x[n] =& {X (Q)}:Z—lnj X (Q)e!™"dQ (4.40)

y decimos que x[n] y X (Q) forman un par de transformadas de Fourier denotadas por
x[n] & X(Q)

Las Ecs. (4.39) y (4.40) son las contrapartes discretas de las ecuaciones para las transformadas en
tiempo continuo. La derivacién de estas ecuaciones indica como una secuencia aperiodica puede verse
como una combinacion lineal de exponenciales complejas. En particular, la ecuacion de sintesis es en
efecto una representacion de x[n] como una combinacién lineal de exponenciales complejas
infinitesimalmente cercanas en frecuencia y con amplitudes X(2)(dQ2/2r) y proporciona la informacion
de sobre como x[n] esta compuesta de exponenciales complejas en frecuencias diferentes.

Ejemplo 4. Determine la transformada de Fourier del pulso rectangular (Fig. 4.6)
X[n]=u[n]+u[n—N]

De la Ec. (4.38), la transformada de Fourier de x[n] esta dada por

o0

X(Q)= > x[n]e " :Nz_i(l)e‘jg”

n=-ow

1_e_an e—jQN/Z ( ejQN/Z _e—jQN/Z )

C1_e i o9/ ( ai®2 _g-i0)2 )

sen (AN /2)
sen (Q/2)

_ - IAN-1)2

Figura 4.6
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4.6.3 Espectros de Fourier

La transformada de Fourier X (€2) de x[n] es, en general, compleja y puede expresarse como
X (Q)=| X (Q)|e* (4.41)

Igual que en tiempo continuo, la transformada de Fourier X (Q) de una secuencia no periddica x[n] es
la especificacion en el dominio de la frecuencia de x[n] y se conoce como el espectro (o espectro de
Fourier) de x[n]. La cantidad | X (Q)| es el espectro de magnitud de x[n] y ¢(€2) es el espectro de

fase de x[n]. Ademas, si x[n] es real, el espectro de amplitud | X (Q)| es una funcién par y el espectro
de fase ¢(Q) es una funcion impar de Q.

Ejemplo 5. Considere la secuencia
x[n]=a"u[n] la|<1
Para este ejemplo,

1

X(Q)= Y (Xne_an =
() nZ:(; 1—qe

El espectro de magnitud esta dado por

1
X (@)]-
J1+a? —20.c0s Q
y el de fase por
asen
Q)=tant ———
o) 1-acosQ

4.6.4 Convergencia de X(Q)

Igual que en el caso de tiempo continuo, la condicion suficiente para la convergencia de X (Q) es
que x[n] sea absolutamente sumable, es decir,

o0

D [ x[n]|< oo (4.42)

N=—o0

La demostracion de esto se deja para el lector. Por lo tanto, vemos que la transformada de Fourier en
tiempo discreto posee muchas semejanzas con el caso de tiempo continuo. Las diferencias principales
entre los dos casos son la periodicidad de la transformada de tiempo discreto X (Q) y el intervalo

finito de integracion en la ecuacion de sintesis. Ambas provienen de un hecho que ya se ha sefialado:
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Exponenciales complejas en tiempo discreto que difieren en frecuencia por un multiplo de 2z son
idénticas.

4.7 Propiedades de la Transformada de Fourier

Hay muchas diferencias y semejanzas con el caso continuo. Estas propiedades son utiles en el analisis
de sefiales y sistemas y en la simplificacion del trabajo con las transformadas directa e inversa

4.7.1 Periodicidad

Ya se vio que la transformada de Fourier discreta es siempre periddica en Q2 con periodo 2w, de modo
que

X (Q+21) = X (Q) (4.43)

Como una consecuencia de la Ec. (4.43), en el caso de tiempo discreto tenemos que considerar valores
de Q (radiantes) solamente en el intervalo 0<Q <27 0 —1<Q <7, mientras que en el caso continuo
tenemos que considerar valores de o (radianes/segundo) en todo el intervalo —o<m< .

47.2 Linealidad

Sean x [n] y x,[n] dos secuencias con transformadas de Fourier X;(€2) y X2(€2), respectivamente.
Entonces

ax[n]+a,x[n] < aX (Q)+a,X,(Q) (4.44)

para cualesquiera constantes a; y a,.
4.7.3 Desplazamiento o Corrimiento en el Tiempo

Por sustitucion directa en las ecuaciones de definicidn de la transformada de Fourier, se obtiene que
x[n-n,] < e "X (Q) (4.45)

La demostracion de la Ec. (4.45) es la siguiente: Por definicion, Ec. (4.39),

0

F{x[n-n,I}= D x[n—nyle "

N=—o0

Mediante el cambio de variable m = n — ng, obtenemos
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00

F{xIn-n, k= Y x[m]e M1

=e 1% N x[m]e " =e 0 X (Q)

m=—o0

Por tanto,

x[n] < e X (Q)

Ejemplo 6. Determine (a) la transformada de Fourier X(2) de la secuencia en forma de pulso
rectangular mostrada en la Fig. 4.7a; (b) Grafique X(€2) paraN; =4y N; = 8.

(a) De la Fig. 4.7 vemos que
x[n]=x[n+N,]

donde xi[n] se muestra en la Fig. 4.7b. Haciendo N = 2N; + 1 en el resultado del Ejemplo 4,
tenemos

sen[Q( Nﬁ%)]

X, (Q)=e M
(@) =e sen (Q/2)
x[n] X1[n
—o—o o0 e e o0
N, 012 N, n 012 2N, n
(@ (b)
Figura 4.7

Ahora, por la propiedad de desplazamiento en el tiempo, tenemos que

sen| Q( N, +1) |

X(Q)=e" X, ()= sen (Q/2)

(b) Haciendo N; = 4 en la ecuacion anterior, se obtiene

_sen(4.5Q)

X Q)= sen (0.5Q)

la cual se grafica en la Fig. 4.8a. En forma similar, para N; = 8 se obtiene
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8.5Q
X (Q) = sen ( )
sen (0.5Q)
la cual se grafica en la Fig. 4.8b.
X(w) X(w)
9 17

/\ VA
—“\/\/o\/\/ﬂg V\/o\/\/Q

(a) (b)

Figura 4.8

4.7.4 Desplazamiento en Frecuencia

Esta propiedad, originada al multiplicar la exponencial e'*" por x[n], produce el par de transformadas
dado por

e "x[n] & X(Q-9Q,) (4.46)

La demostracion procede en la forma siguiente. Por la Ec. (4.39)

0

§{e!™"x[n]}= > e™"x[n]e” "

=) x[n]e 1" = X (Q-Q,)

n

de donde
e "x[n] < X(Q-Q,)

Ejemplo 7. Determinar la transformada inversa de
X(Q)=2n8(Q-Q,) |Q],|Q|<n

De la ecuacion de definicion de la transformada de Fourier inversa, se tiene que

1 7% ) )
x[n]:—_[ZnS(Q—QO)eJQ°”dQ:e‘Q°”
2m <
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y de aqui se obtiene el par de transformadas
e’ & 218 (Q-Q,)
Haciendo €, = 0 en la relacidn anterior, se obtiene otro par de transformadas:

x[n]=16278(Q), |Q|<n

4.75 Conjugacion

Esta propiedad relaciona el conjugado de la funcion con su transformada y nos dice que
x*[nN] & X*(-Q) (4.47)
De la Ec. (4.39)

o0

F{x*[n]}= i x*[n]e " :(Z x[n]ejg"j

n=-ow

:(i x[n]e“'(‘Q”’J* =X*(-Q)

y, por tanto,
x*[n] < X*(-Q)

Debido a la naturaleza discreta del indice del tiempo para sefiales de tiempo discreto, los escalamientos
en tiempo y en frecuencia resultan en tiempos discretos que toman una forma algo diferente de sus
contrapartes en tiempo continuo. Sea x[n] una sefial con espectro X(Q) y consideremos las dos
propiedades siguientes.

4.7.6 Inversién en el Tiempo

x[-n] & X(-Q) (4.48)

Esta demostracion se deja para el lector. Aun cuando la Ec. (4.48) es analoga al caso de tiempo
continuo, surgen diferencias cuanto tratamos de escalar tiempo y frecuencia en vez de simplemente
invertir el eje del tiempo, como se vera a continuacion.

4.7.7 Escalamiento en el Tiempo

La propiedad de escalamiento de la transformada de Fourier en tiempo continuo se expresé como

x(at) < ix(fj (4.49)

| a
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Sin embargo, en el caso de tiempo discreto, x[an] no es una secuencia si a no es un entero. Por otra
parte, si a es un entero, digamos 2, x[2n] consiste solamente de las muestras pares de x[n]. Asi que el
escalamiento en el tiempo en tiempo discreto toma una forma algo diferente de la Ec. (4.49).

Sea m un entero positivo y defina la secuencia

x[n/m]=x[k] sin=km,k entero
Xy [N]= [ry/m]=x[k] . (4.50)
0 si n=km
Entonces tenemos
Xm[N] < X(mQ) (4.51)

La Ec. (4.51) es la contraparte en tiempo discreto de la Ec. (4.49). Expresa de nuevo la relacion
inversa entre el tiempo y la frecuencia. Es decir, conforme la sefial se extiende en el tiempo (m>1), su

transformada de Fourier se comprime. Observe que X(mQ) es periddica con periodo 2n/m, ya que X(Q)
es periodica con periodo 2.

De la Ec. (4.39)
500 [013= 3 x ]
Haciendo el cambio de variable n=km en el lado derecho de esta ecuacion, obtenemos
5% [T} = 3 X [kM]e 127 = 3" x[k]e /™% = X (mQ)
k= =

De aqui que
Xm[N] < X(mQ)

4.7.8 Dualidad

La propiedad de dualidad de una transformada de Fourier de tiempo continuo se expresé como
X({t) © 2nx(-o) (4.52)

En el caso discreto no hay una contraparte para esta propiedad. Sin embargo, hay una dualidad entre la
transformada de Fourier discreta y la serie de Fourier de tiempo continuo. Sea

X[n] < X(Q)
De las Ecs. (4.39) y (4.43),

X(Q)= > x[-k]e 12" (4.53)

n=-ow

X (Q+21) = X (Q) (4.54)
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Puesto que Q es una variable continua, haciendo Q =ty n =-k en la Ec. (4.53), se obtiene

X(t)= 3 x[-k]e™ (4.55)

k=—o0

Como X(t) es periodica con periodo T = 2n y la frecuencia fundamental o, =2xn/T, =1, la Ec. (4.55)

indica que los coeficientes de la serie de Fourier de X(t) seran iguales a x[k]. Esta relacién dual se
denota por

X(t) < a =x[-k] (4.56)

y donde SF denota “la serie de Fourier” y las ax son los coeficientes de Fourier.
4.7.9 Diferenciacion en Frecuencia

De nuevo, suponga que X(Q2) es la transformada de x[n]. Entonces

dX (Q
nx[n] < ] d;)

(4.57)

De la definicién (4.39) sabemos que

0

X (Q)= > x[n]e "

N=—o0

Diferenciando ambos lados de la expresion anterior con respecto a Q e intercambiando el orden de la
diferenciacion y la sumatoria, se obtiene

dX(Q) d (& Cion ) d  ion
5 :E(Zx[n]e j:Zx[n]E(e )

N=—o0 N=—o0

=—]j i nx[n]e "

Multiplicando ambos lados por j, vemos que

= i _dX[n]
é} = JQn: —_—
{nx[n]} n;Om([n]e R
Yy, por tanto,
_dX (Q)
nx[n] < ] 90

4.7.10 Diferencias

Para una sola diferencia, se tiene que
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x[n]-x[n-1] < @-e )X (Q) (4.58)

La secuencia x[n]—x[n—-1] ya se definid6 como la primera diferencia. La Ec. (4.58) se obtiene

facilmente a partir de la propiedad de linealidad, Ec. (4.44), y la propiedad de desplazamiento en el
tiempo, Ec. (4.45).

Ejemplo 8. Demuestre que

F{u[n]}=n8(Q) + |Q|<n

1-e ¥
Sea
F{uln]}=X(Q)
Observe ahora que
d[n]=u[n]-u[n-1]
y tomando la transformada de Fourier de ambos lados de esta ecuacion, se obtiene

1=(1-e°)X(Q)

Ahora bien, (1—e’ o ) =0 para Q =0y, por tanto, X(€2) debe ser de la forma

X (Q) = AS(Q) +

L oo |Q|Sn

donde A es una constante. Para determinar A, procedemos en la forma siguiente: La componente par de
u[n] esta dada por

u,[n]=3+353[n]
Asi que la componente impar de u[n] esta dada por

u,[n]=u[n]~u, [n]=ufn]-4~23[n]

F{u[n]}=A3(Q)+ -r3(0)-

1-e©

Pero la transformada de Fourier de una secuencia real impar debe ser puramente imaginaria; asi que
debemos tener que A = y entonces

F{u[n]}=n5(Q)+ X (Q)

1-e©
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4.7.11 Acumulacién

Esta propiedad dice que

Zn:x[k] o X (0)5(Q)+

k=—o0 1 —-e o

X(Q) |Q|<n (4.59)

Observe que la acumulacion es la contraparte en tiempo discreto de la integracion. EI término en
impulso en el lado derecho de la Ec. (4.59) refleja el valor promedio 0 CD que puede resultar de la
acumulacion.

La demostracion de esta propiedad se deja para el lector (use el resultado del Ejemplo 8).

Ejemplo 9. Determinar la transformada de Fourier de u[n] usando la propiedad de acumulacién, Ec.
(4.59).

Ya sabemos que
ufn]= > 8[k]
k=-o0
y también que
8[n] & 1
Haciendo x[k] = 3[k] en la Ec. (4.59), se obtiene
X[n]=08[n] <« X((Q)=1 y X(0)=1

y, por tanto,

u[n]:zn:S[k] o 1d(Q)+ Q<1

1-e @

4.7.12 Convolucién

Para dos sefiales discretas xi[n] y x2[n], su convolucién y la transformada de ésta cumplen con la
relacion

x[n]xx[n] < X, (Q)X,(Q) (4.60)
Esta propiedad juega un papel muy importante en el estudio de los sistemas LIT de tiempo discreto.
Por las definiciones (4.27) y (4.39), tenemos que

F{x[n]*x, [n]}= i (i Xl[k]XZ[n—k]Je‘jQ”

=—0 \ k=—0
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Intercambiando el orden de las sumatorias, obtenemos

5[] #x, [0} = 3 % [K] (Z xz[n—k]em“j

N=—o0

Por la propiedad de desplazamiento en el tiempo, Ec. (4.45):

3 x,[n-kle " —e "X, (Q)

y asi tenemos que

0

F{x [n]=x, [n]}= D x [kle"™ X, (Q)

k=—o0

{i xl[k]ejﬂk]xz (Q)=X,(Q) X, (@)

k=—o0

y se verifica la relacion (4.60).

Ejemplo 10. Determine la transformada de Fourier inversa x[n] de

X(@Q)=——"—Ja|<l
(1—ae‘ ‘Q)
usando el teorema de convolucion.
La transformada inversa de
1
= a1
(1—ae’ ‘Q)

es la funcion a"ul[n] (Ejemplo 5). Ahora bien,

1 1 1
X (Q) = = - —
(1—ae"'9)2 (l—ae ‘Q]{l—ae ‘Qj

Entonces, usando el teorema de convolucion, Ec. (4.60), se obtiene

x[n]=a"u[n]*a"u[n]= i a‘u[k]a"*u[n-k]

k=—0

=a" znllz(nJrl)a”u[n]

Por consiguiente, tenemos el par de transformadas
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(n+1)a"u[n] & la|<1

ot
(1—ae"'9)

4.7.13 Propiedad de Multiplicacion o Modulacion

En el Cap. 3 se introdujo la propiedad de modulacién para sefiales de tiempo continuo y se indicaron
algunas de sus aplicaciones. Existe una propiedad analoga para sefiales de tiempo discreto y juega un
papel similar en aplicaciones. Esta propiedad es

1
Xl[n]xz[n] ANd Z_TEX1 (Q)G—)Xz (Q) (4-61)
donde el simbolo @ denota la convolucion periddica definida por

X, (Q) @ X, (Q) = [ X,(0) X, (2-0)d6 (4.62)

La propiedad de multiplicacion (4.61) es la propiedad dual de la Ec. (4.60) y su demostracién procede
en la forma siguiente:

Sea x[n]=x[n]x,[n]. Entonces, por la definicion (4.39),
X(Q)= 2 x[nlx[n]
Por la Ec. (4.39),
1 on
x1[n]=zzjnxl (6)e"do

Entonces

0

X (Q)= Z |:ij Xl (Q)ejende:|xz[n]e—j£)n

N=—o0

Intercambiando el orden de la sumatoria y la integracién obtenemos
1 2 |
- - j(Q-0)n
X(Q)_Znixl(e)(ngwxz[n]e Jde

:ij xl(e)xz(Q—e)de=ixl(Q)@X2(Q)
2n ;5 2n

y asi queda demostrada la propiedad.
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4.7.14 Propiedades Adicionales

Si x[n] es real, sea
x[n]=x,[n]+x [n]
donde xp[n] y xi[n] son las componentes par e impar de x[n], respectivamente. Sea
x[n] &  X(Q)=A(Q)+ jB(Q)=| X (Q)[e* (4.63)
Entonces
X(-Q)=X*(Q) (4.64)
X [n] < _Re{X (Q)}= 6(9) (4.65)
x[n] o JIm{X(Q)}=jB(Q)

La Ec. (4.64) es la condicién necesaria y suficiente para que x[n] sea real. De las Ecs. (4.64) y (4.63)
obtenemos

A(-Q)=A(Q), B(-Q)=-B(Q)

X (-Q)|=| X (Q)], 0(-Q)=-6(Q) (4.66)

De las Ecs. (4.65) y (4.66) se observa que si x[n] es real y par, entonces X(Q2) es real y par, mientras
que si x[n] es real e impar, X(€2) es imaginaria e impar.

4.7.15 Relacion de Parseval

Si x[n] y X[€Q2] forman un par de transformadas de Fourier, entonces

2 1
n_wal[n]XZ[nFﬂin (Q) X, (Q)dQ (4.67)
Zw:|x[n]|2=2—1nJ‘|X(Q)|2dQ (4.68)

La Ec. (4.68) se conoce como la identidad de Parseval (o el teorema de Parseval) para la transformada
de Fourier de tiempo discreto. En analogia con el caso de tiempo continuo, el lado izquierdo de la Ec.

(4.68) se conoce como la energia en x[n] y | X(Q) |2 como el espectro de la densidad de energia.

Como la energia en una secuencia periddica es infinita, la Ec. (4.68) no es de utilidad en ese caso. Para
sefiales periddicas se puede derivar una variante de la identidad de Parseval que relaciona la energia en
un periodo de la secuencia con la energia en un periodo de los coeficientes de la serie de Fourier, ella
es



264

S EILRE WEN| (469

0 n=(N,) k=(No)
4.8 La Respuesta de Frecuencia de Sistemas LIT Discretos

Como ya se mostro en el Cap. 2, la salida y[n] de un sistema LIT discreto es igual a la convolucién de
la entrada x[n] con la respuesta al impulso h[n], suponiendo que las transformadas de Fourier de x[n],
y[n] y h[n] existen; es decir,

y[n]=x[n]*h[n] (4.70)
Entonces la propiedad de convolucion implica que
Y(Q)=X(Q)H(Q) (4.71)

donde X(Q2), Y(QQ) y H(Q) son las transformadas de Fourier de x[n], y[n] y h[n], respectivamente. De
esta relacion obtenemos

H(Q) =% (4.72)

De la relacién (4.71), observe que
Y (Q)]=| X ()| H(Q)| (4.73)
2Y(Q)= 2X(Q)+ ZH(Q) (4.74)

Igual que en el caso de tiempo continuo, la funcién | H(Q)| se conoce como la respuesta de magnitud

del sistema. Debido a la forma multiplicativa de la Ec. (4.73), a la magnitud de la respuesta de
frecuencia de un sistema LIT algunas veces se le refiere como la ganancia del sistema. Las relaciones
dadas por las Ecs. (4.71) y (4.72) se muestran en la Fig. 4.9.

8[n] hin] hin]

H(Q) e
x[n] y[n] = x[n]*h[n]
X[€] Y[Q] = X(QH(Q)

Figura 4.9
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Sea

H(Q)=|H(Q)]e™® (4.75)

La funcién H(Q2) se conoce como la respuesta de frecuencia del sistema, | H(Q) | como la respuesta
de magnitud del sistema 'y 6, (©2) como la respuesta de fase del sistema.

4.8.1 Sistemas LIT Caracterizados por Ecuaciones de Diferencias

Muchos sistemas LIT de tiempo discreto y de interés practico son descritos por ecuaciones de
diferencias con coeficientes constantes de la forma

iaky[n—k]zibkx[n—k] (4.76)

donde M < N. En esta seccion usamos las propiedades de la transformada de Fourier en tiempo discreto
para obtener una expresion para la respuesta de frecuencia del sistema LIT descrito por la Ec. (4.76).

Tomando la transformada de Fourier de ambos lados de la Ec. (4.76) y usando las propiedades de
linealidad y de desplazamiento en el tiempo, obtenemos

N . M .
D ae Y (Q) =) be X (Q)
koo par

0, en forma equivalente,

(4.77)

Observe que H(Q) es un cociente de polinomios en la variable e **. Los coeficientes del polinomio del
numerador son los mismos coeficientes que aparecen en el lado derecho de la Ec. (4.76) y los
coeficientes del denominador son los mismos coeficientes que aparecen en el lado izquierdo de la Ec.
(4.76). Esto implica que la respuesta de frecuencia de un sistema LIT especificado por la Ec. (4.77)
puede escribirse por inspeccion.

Ejemplo 11. Considere un sistema LIT inicialmente en reposo descrito por la ecuacion de diferencias
y[n]-3y[n-1]+5y[n-2]=x[n]
De la Ec. (4.77), la respuesta de frecuencia es

Y(Q) 1
X(Q) 1-3¢ 1@ 4lei20

H(Q)=
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Para determinar la respuesta al impulso, debemos obtener la transformada inversa de H(Q2), por lo
gue necesitamos expandir esta Gltima expresion en fracciones parciales. Por lo tanto,

1 1
H(Q):l_%e_jg_i_%e—jZQ :(1_%e-j9)(1_%e—j9)

2 1
1-le @ 1-1g

La transformada inversa puede obtenerse por inspeccion y el resultado es

hInl=| 2(3)" ~(2)" | uln]

4.8.2 Naturaleza Periddica de la Respuesta de Frecuencia

De la Ec. (4.43) sabemos que
H(Q)=H(Q+2n)

Asi que, a diferencia de la respuesta de frecuencia de los sistemas de tiempo continuo, la de todos los
sistemas LIT de tiempo discreto es periddica con periodo 2n. Por consiguiente, solamente necesitamos
observar la respuesta de un sistema de tiempo discreto en la banda de frecuencias 0<Q<27n 0
—nT<Q<T.

4.9 Respuesta del Sistema a Muestras de Sinusoides de Tiempo Continuo

4.9.1 Respuestas del Sistema

Denote por Ye[n], ys[n] y y[n] las respuestas del sistema a las excitaciones cosQn, senQn y e¥",

respectivamente (Fig. 4.10). Puesto que ' =cosQn+ jsenQn, y la respuesta de un sistema LIT con
respuesta al impulso h[n] a una excitacion exponencial de la forma z" es

yInl=H(2)z", H(z)= 3 h[n]z"

se tiene que
y[nl=y, [n]+ jy. [n]=H(Q)e'"
yc[n]=Re{y[n]}=Re{H (Q)ean} @78)
y;[n]=Im{y[n]}= Im{H (Q)eiﬂn}
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gion y[n] = H(Q)e™
— > HQ) (—
cosQn ye[n]=Re[H(Q)e "]
senQn ys[n]=Im[H(Q)e "]
Figura 4.10

Cuando una sinusoide cosQn se obtiene por muestreo de una sinusoide de tiempo continuo cosot,
con un intervalo de muestreo igual a T, es decir

cosQn=cosot|,__ =cosmT,n

se pueden aplicar todos los resultados obtenidos en esta seccion si sustituimos wTs por Q:
Q=wT;

Para una sinusoide de tiempo continuo coswt existe una forma de onda Unica para todo valor de m en

el intervalo de 0 a . Un aumento en o resulta en una sinusoide de frecuencia siempre creciente. En
contraste, la sinusoide de tiempo discreto cosQn tiene una forma de onda Unica solamente para

valores de Q en el intervalo de 0 a 2x porque

cos[(Q+2mm)n]=cos(Q2n+2mmn)=cosQ2n  m=entero

Este intervalo también esta restringido por el hecho de que

cos(nxQ)n=cosctncosQn¥senmtnsenQn
=(-1)"cosQn
y, por lo tanto,
cos(n+Q)n=cos(n—-Q)n (4.79)

La Ec. (4.79) muestra que una sinusoide de frecuencia(r + Q) tiene la misma forma de onda que una
con frecuencia(n — Q). Por ello, una sinusoide con cualquier valor de Q fuera del intervalo 0 a & es
idéntica a una sinusoide con Q en el intervalo de 0 a =. Concluimos entonces que toda sinusoide de
tiempo discreto con una frecuencia en la banda 0 < Q < & tiene una forma de onda Unica y s6lo
necesitamos observar la respuesta de frecuencia de un sistema en la banda de frecuencias 0 < Q < x.

4.10 La Transformada de Fourier Discreta

Una de las razones para el crecimiento en el uso de los métodos de tiempo discreto para el analisis y
sintesis de sefales y sistemas fue el desarrollo de herramientas muy eficientes para realizar el analisis
de Fourier de secuencias de tiempo discreto. En el corazon de estos métodos estd una técnica muy
cercana a las ideas que hemos presentado en las secciones anteriores y que esta idealmente adaptada
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para el uso en una computadora digital o para su implementacion en hardware digital. Esta técnica es la
transformada de Fourier discreta (TFD) para sefiales de duracion finita y aun cuando puede
considerarse como una extension logica de la transformada de Fourier ya estudiada, no debe ser
confundida con la transformada de Fourier de tiempo discreto. Especificamente, en muchas
aplicaciones solamente se pueden verificar los valores de una funcion en un nimero finito de puntos
igualmente espaciados. Por ejemplo, un conjunto de esos valores podria ser una sucesion obtenida
mediante el muestreo instantaneo de una sefial continua en un conjunto de puntos con igual separacion
entre ellos. Entonces debemos hallar una serie de Fourier finita cuya suma en cada punto del dominio
de la funcion sea igual al valor correspondiente de la funcion en ese punto.

4.10.1 Definicion

Sea x[n] una secuencia finita de longitud N, es decir,

x[n]=0 fueradelabanda 0<n<N-1 (4.80)

La TFD de x[n], denotada como X[k], se define por

N-1
X[k]=> x[nWy"  k=0,1,...,N-1 (4.81)
n=0
donde Wy es la N-ésima raiz de la unidad dada por
W, =g 17N (4.82)
La TFD inversa (TFDI) est& dada por
1 N-1
x[n]:WZX[k]WN’k” n=0,1,...,N-1 (4.83)
k=0
El par de TFD se denota por
x[n] < X[K] (4.84)

La TFD tiene las siguientes caracteristicas importantes:
1. Existe una correspondencia uno a uno entre x[n] y X[K].

2. Para su calculo esta disponible un algoritmo extremadamente rapido llamado la transformada
de Fourier rapida (FFT por sus iniciales en inglés).

3. La TFD esta intimamente relacionada con la serie y la transformada de Fourier de tiempo
discreto y, por ello, exhibe algunas de sus propiedades importantes.

4. La TFD es la representacion de Fourier apropiada para realizacion en una computadora
digital ya que es discreta y de longitud finita tanto en el dominio del tiempo como en el de la
frecuencia.

Observe que la seleccion de N en la Ec. (4.81) no es fija, siempre que ella se escoja mayor que la
duracion de x[n]. Si x[n] tiene longitud N; < N, deseamos suponer que x[n] tiene longitud N mediante la
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simple adicion de (N — N;) muestras con un valor de 0. Esta adicion de muestras de relleno se conoce
como relleno de ceros. Entonces la x[n] resultante se llama una secuencia o sucesion de N puntos, y a
la X[k] definida en la Ec. (4.81) se le refiere como una TFD de N puntos. Mediante una seleccion
juiciosa de N, tal como tomarla como una potencia de 2, se puede obtener una buena eficiencia
computacional.

Ejemplo 12. Determine la TFD de N puntos de las secuencias siguientes:
(a) x[n] =3[n]
(b) x[n]=u[n] —u[n—N]

(a) De la definicion (4.81), tenemos
N-1
X[k]=>8[nW" =1 k=0,1,...,N-1
n=0

La Fig. 4.11 muestra x[n] y su TFD de N puntos.

(b) De nuevo, de la definicion (4.81) y usando la ecuacion

N

= - o=l
za =31 1-a
n= N a=1
Obtenemos
N-1 1—\WKN
X[k]1=YW! = N 0 k=0
[ ] ; N 1_W’\|‘<

puesto que WM =g 1NN _gmik2r _1 y

N-1 N-1
X[0]=Y> W =>1=N
n=0 n=0

xIn] X[K]

0 N-1 n 0 N -nl

Figura4.11
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La Fig. 4.12 muestra x[n] y su TFD de N puntos X[k].

x[n] X[K]
1 1

Figura4.12

4.10.2 Relacion entre la TFD y la Serie de Fourier de Tiempo Discreto

Comparando las Ecs. (4.83) y (4.81) con las Ecs. (4.10) y (4.11), vemos que la X[K] de una secuencia
finita x[n] puede ser interpretada como los coeficientes cx en la representacion en serie de Fourier
discreta de su extension periddica multiplicada por el periodo No y No = N. Es decir,

X[k]=Nc, (4.85)

En realidad, las dos pueden hacerse idénticas si incluimos el factor 1/N en la TFD y no en la
transformada de Fourier de tiempo discreto.

4.10.3 Relacion entre la TFD y la Transformada de Fourier

Por la definicion (4.38), la transformada de Fourier de la secuencia x[n] definida por la Ec. (4.80)
puede ser expresada como

N -

LN

X(Q)= Zx[n]e* on (4.86)
Comparando la Ec. (4.86) con la Ec. (4.81), vemos que
k2m
X[k]= X (Q) |Q:k2n/N =X (Tj (4.87)

Asi pues, la TFD X[K] corresponde a la transformada de Fourier X(Q) muestreada uniformemente en las
frecuencias Q = k2n/N para k entero.



271

4.10.4 Propiedades de la TFD

Debido a la relacion expresada por la Ec. (4.87) entre la TFD y la transformada de Fourier, es de
esperar que sus propiedades sean bastante semejantes, excepto que la TFD X[K] es una funcién de una
variable discreta mientras que la transformada de Fourier X(Q2) es una funcion de una variable continua.
Observe que las variables de la TFD n y k deben estar restringidas al intervalo 0 < n, k <N, por lo que
los desplazamientos de la TFD x[n — ng] 0 X[k — ko] implican x[n—no] 0 X[k — ko]med n, donde la

notacion [m]mea n significa que

madd N

0<[m] g =mM+iN (4.88)
para algin entero i tal que
0<[m],esn <N (4.89)

Por ejemplo, si x[n] = 8[n — 3], entonces
X[N=4] 646 =0[N—=T] 046 =8[N—7+6],645 =06[n—1]
El desplazamiento en la TFD también se conoce como un desplazamiento circular.

Puesto que la TFD es evaluada en frecuencias en la banda [0, 2x], las cuales estan separadas por
2n/N, al considerar la TFD de dos sefiales simultaneamente, las frecuencias correspondientes a la TFD
deben ser las mismas para que cualquier operacion tenga significado. Esto significa que la longitud de
las secuencias consideradas debe ser la misma. Si éste no es el caso, se acostumbra aumentar las
sefiales mediante un nimero apropiado de ceros, de modo que todas tengan la misma longitud. Algunas
propiedades basicas de la TFD son las siguientes:

1. Linealidad: Sean X;[k] y X;[k] las TFD de dos secuencias xi[n] y xi[n]. Entonces
ax[nl+ax[n] < aX/[k]+a,X,[k] (4.90)

para cualesquiera constantes a; y a,.

2. Desplazamiento en Tiempo: Para cualquier entero real no,
XIN=NoJgan © WP XKD W =e 7 (4.91)

donde el desplazamiento es un desplazamiento circular.

3. Desplazamiento en Frecuencia:
W x[n] & XTk—=Ky Jnoa n (4.92)

4. Conjugacion:
x*[n] > X*[=K] s n (4.93)
donde el asterisco, igual que antes, denota el conjugado complejo.
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5. Inversion del Tiempo:
X[-N]an € X[=Klpsa n (4.94)

6. Dualidad:
X[n] < NX[=K] (4.95)

7. Convolucion Circular: En nuestras discusiones anteriores de diferentes transformadas vimos que
la transformada inversa del producto de dos transformadas correspondia a una convolucién de las
funciones del tiempo correspondiente. Con esto en mente, tenemos entonces que

x[n]@x ] o X, [kIX, [k (4.96)
donde
% [N1®%,[]= 3% [11% [1= ] (4.97)

La suma de convolucién en la Ec. (4.97) se conoce como la convolucion circular de xi[n] y x2[n]. La
demostracion de esta propiedad se deja como un ejercicio.

Ejemplo 13. Considere dos secuencias x[n] y h[n] de longitud 4 dadas por

x[n]=cos[gn] n=0,1, 2,3

h[n]:ej n=0,1 2,3

(@) Calcule y[n]=x[n]® h[n] usando la convolucion circular.
(b) Calcule y[n] usando la TFD.
(a) Las secuencias x[n] y h[n] pueden expresarse como
x[n]={1,0, -1,0} y h[n]={1,%, % 4
Por la Ec. (4.97),

y[n]=x[n]®h[n]= > x[i]h[n—i]., 4

3
i=0

Las secuencias x[i] y h[n —i]meqa 4 paran =0, 1, 2, 3 se grafican en la Fig. 4.13a. Entonces, por la Ec.
(4.97) obtenemos

n=0  y[0]=1(1)+(-1)(3)=3
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n=1 yI=1()+(D(3)=3
n=2 y[2]=1(3)+(-)@®)=-2

=3 yII=13)+ (D(H)=-3

2, all

hIn — ilmed 2 hIn — ilmead 4
1 1
n=0 I n=1
1T 't
0123 I 0123 I
hIn — ilmed 2 hIn — ilmed 2
1 1
[ n=2 I n=3
1
' X3l
0123 i 0123 i
(@)
y[n]
l p—
l—.
2

(b)

Figura 4.13
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(b) PorlaEc. (4.81)

3
X[k1=> x[n]W," =1-W2* k=0,1,2,3

n=0
3
H{k]=> h[n]w," =1+3W, +2W2* +iw*  k=0,1,2,3
n=0

Entonces, por la Ec. (4.96), la TFD de y[n] es
Y [k]= X [KIH[K]=(1-W/* )( 1+2W, + 27  + 1w )

=L+ W, =W — W - W -
Como W, = (W’ )k =1 y W2k =W, 1% =W/, se tiene
3
Y[k]=2+3w, - 3wz —gwfk k=0,1,2,3

y por la definicién de la TFD, Ec. (4.81), obtenemos
yInl={2,3, -2,-2}

Ejemplo 14, Demuestre que si x[n] es real, entonces su TFD X[k] satisface la relacion
X[N —K] = X*[K]
De la Ec. (4.81)

N-1 N-1 )
X[N—k]:Zx[n]thN‘k)“ =3 x[n]e 1K
n=0 n=0
Ahora bien,

e 12NN _ o= j2mngj(2m/N)kn _ o j(2/N)kn

Por lo tanto, si x[n] es real, entonces x*[n] = x[n] y

N-1 N-1 *
X [n—k]=X x[n]e/ =M {Zx[n]e““/“’k"} = X *[k]
n=0 n=0

8. Multiplicacion:
1
x[n]x[n] < le[k]@(z[k]

donde

(4.98)
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X, K1 X, [k] = 3 X, [i1 %, [K ~ iTugs

i=1
9. Propiedades Adicionales:
Cuando x[n] es real, sea
x[n]=x,[n]+x[n]
donde xp[n] y xi[n] son las componentes par e impar de x[n], respectivamente. Sea

x[n] <« X[k]=A[k]+ jB[k]=| X [k]|e"™

Entonces
X[k n = X *[K] (4.99)
x,[n] < Re{X[k]}=A[K] 4100
x[n] < JIm{X[k]}=jB[K] (4:100)
De la Ec. (4.99) tenemos
A[_k]m()d N T A[k] B[_k]m()d N :_B[k]
XI-K1|yy =| XIKI| O[-K,0, =—OIK] (4100
10. Relacion de Parseval:
N-1 2 1 N-1 2
2 [ xInl[" =12 | X [K]| (4.102)

La Ec. (4.102) se conoce como la identidad de Parseval (o el teorema de Parseval) para la TFD.



276

Problemas

4.1 Un conjunto de secuencias es {W«[n]} es ortogonal en un intervalo [Ni1, N2] si dos sefiales
cualesquiera Wn[n] y Wa[n] en el conjunto satisfacen la condicién

S ) 0 m=k
Z‘Pm[n]‘l’k[n]={
n=N; m =k

a # 0. Demuestre que el conjunto de secuencias exponenciales complejas
¥, [n]=e*@Mn k=0,1,...,N-1
es ortogonal en cualquier intervalo de longitud N.

4.2 Determine los coeficientes de Fourier para la secuencia periddica x[n] en la Fig. P4.2.

Figura P4.2

4.3 Considere una secuencia
x[n]= > 8[n-3k]
k=—00

(b) Dibuje x[n].
(c) Determine los coeficientes de Fourier ¢ de x[n].

4.4 Determine la representacion en serie de Fourier discreta para cada de las secuencias siguientes y
grafique la magnitud y fase de los coeficientes de Fourier:

(@ x[n]= cos%n

3 2
(b) x[n]:2sen7nn senTRn

(¢) x[n] es periddica con periodo 4 y
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x[n]:@]n 0<n<3
d) x[n]= i(—l)kS(n—k)Hens%”

4.5 Sea x[n] una secuencia periddica real con periodo fundamental Ny y coeficientes de Fourier
¢, =a, + jb,, donde ax y by son ambos reales.
(a) Demuestreque a , =a, Y b, =-b,.

(b) Demuestre que c, ,, es real si No es par.

(c) Demuestre que x[n] también puede expresarse como una serie de Fourier trigonométrica
discreta de la forma

(No-1)/2 o
x[nl=c,+2 > (a,coskQ,n—b, senkQ;n)  Q =0
k=1 0
si No es impar o
(Ny-2)/2
x[n]=c, +(-1)"¢cy , +2 Y (&, coskQyn—b, senkQ,n)
k=1

si Ng es par.
4.6 Determine la transformada de Fourier de cada una de las secuencias siguientes:
@ x[n]=-a"u[-n-1] a real
(b) x[n]=a", |a|<1
(©) x[nl=sen(,n), |Q,|<n
(d) x[n]=u[-n-1]

4.7 Sean x[n], h[n] y y[n] secuencias periddicas con el mismo periodo No, y sean ax, bk y ck los
coeficientes de Fourier respectivos.

(@) Sea y[n]=x[n]h[n]. Demuestre que
C = Zambk—m = Zak—mbm =a *bk
(No) (No)

(b) Sea y[n]=x[n]*h[n]. Demuestre que
¢, = Nya.b,
4.8 Determine la transformada de Fourier de la secuencia en pulso rectangular

x{n}=u[n]-u[n-N]
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4.9 Para la secuencia del pulso rectangular mostrado en la Fig. P4.9,
(@) Determine la transformada de Fourier X(€2).
(b) Grafique X(€2) para Ny =4y N; = 10.

xInl
—Ns 0 [\ n
Figura P4.9

4.10 Determine la transformada de Fourier inversa de
@ X(Q)=2m8(Q-9Q,) |Q], |Q|<n
(b) X (Q)=cos(2Q)
(€ X(Q)=jQ
4.11 Determine la transformada de Fourier de la secuencia sinusoidal
x[n]=cosQ,n  |Q,|<n

4.12 Considere la secuencia x[n] definida por

{1 In|<2
x[n]=

0 otrosvaloresde n

(@) Dibuje x[n] y su transformada de Fourier X(€2).

(b) Dibuje la secuencia escalada en el tiempo x,, [n] y su transformada de Fourier X ,, (Q).
(c) Dibuje la secuencia escalada en el tiempo X ,, [n] y su transformada de Fourier X, ().
(d) Determine y[n]=x[n]*x[n].

(e) Exprese Y(€2) en funcion de X(€2).

4.13 Considere la secuencia y[n] dada por

y[n]:{ x[n] n par

0 n impar

Exprese Y[Q2] en funcion de X[Q].
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4,14 Sea

1, |n|<2
=10, nps2

(@) Determine y[n]=x[n]=*x[n].
(b) Halle la transformada de Fourier Y(Q2) de y[n].

4.15 Use el teorema de la convolucion para determinar la transformada de Fourier inversa de

1
X(Q):m la|<1

4.16 Demuestre que

ufn] & §(Q)+ |Q|<n

1-e 1°
4.17 Verifique la propiedad de acumulacion, es decir, demuestre que

00

D x[k] © X (0)3(Q)+———=X(Q)
k=—00 1_ej

4.18 Demuestre que
uln] < 1tES[n]+1 |Q|<n

4.19 Verifique el teorema de Parseval para la transformada de Fourier discreta.
4.20 Un sistema LIT causal de tiempo discreto es descrito por
y[n]-%y[n-11+5y[n-2]=x[n]
donde x[n] y y[n] son la entrada y salida del sistema, respectivamente.
(@) Determine la respuesta de frecuencia H(€2) del sistema.

(b) Halle la respuesta al impulso h[n] del sistema.

(c) Halle y[n] si x[n]=(%)"u[n].
4.21 Considere un sistema LIT causal de tiempo discreto con respuesta de frecuencia
H (Q) =Re{H (Q)}+ jIm{H (Q)}=A(Q)+ ] B(Q)

(@) Demuestre que la respuesta al impulso h[n] del sistema puede obtener en funcién de A(Q2) o
de B(€2) solamente.

(b) Halle H(Q2) y h[n] si
Re{H (Q2)}=A(Q)=1+cosQ
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4.22 Determine la TFD de la secuenciax[n] =a", 0 <n<N - 1.
4.23 Evalue la convolucion circular y[n]=x[n]®h[n], donde
X[n]=u[n]-u[n-4]
h[n]=u[n]-u[n-3]
(@) Suponiendo N = 4.
(b) Suponiendo N = 8.



CAPITULO CINCO

LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

5.1 Introduccion

El concepto de transformar una funcion puede emplearse desde el punto de vista de hacer un
cambio de variable para simplificar la solucion de un problema; es decir, si se tiene un problema en la
variable X, se sustituye X por alguna otra expresion en términos de una nueva variable, por ejemplo,
X=seny, anticipando que el problema tendrd una formulacién y una solucion madas sencillas en
términos de la nueva variable y; luego de obtener la solucidon en términos de la nueva variable, se usa el
procedimiento opuesto al cambio previo y se obtiene entonces la solucion del problema original. El
logaritmo es un ejemplo sencillo de una transformacion a la que ya nos hemos enfrentado; su virtud es
que transforma un producto en una suma, que es una operacion mucho mas sencilla. Efectuando la
operacion inversa, el antilogaritmo, obtenemos el resultado del producto.

En el Capitulo 3 se estudi6 la Transformada de Fourier. Sin embargo, esta transformacion esta
restringida a funciones que tienden a cero lo suficientemente rapido conforme t — oo de modo que la
integral de Fourier converja. Ahora se removera esa restriccion. También queremos extender el
teorema de la integral de Fourier a aquellos casos donde deseamos la respuesta de un sistema lineal a
una excitacion que comienza en t = 0, es decir, se definen condiciones iniciales, y luego desarrollar
ciertas propiedades de la transformada modificada resultante, la cual identificaremos como la
transformada de Laplace.

Una transformacion que es de gran importancia en el calculo es la de integracion,
H{f (O} =[f()dt=F(x)
0

El resultado de esta operacion es una funcion F(x), la imagen de f(t) bajo la transformacion. Obsérvese
que la operacion inversa a la integracion es la derivacion; si se designa por D la operacion de derivar,
d/dt, entonces

D{F(x)}=f(x)

Con frecuencia es necesaria una transformacion mas complicada. Si se tiene una funcion f(t) de la
variable t, se define una transformada integral de f(t) como

Transformada integral de f (t) =T { f (t)} :_[ f (1)K (s,t)dt (5.1)
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La funcion K(s, t), la cual es una funcion de dos variables, se denomina el nlcleo de la transformacion.
Obsérvese que la transformada integral ya no depende de t; es una funcién F(S) de la variable s, de la
cual depende el nucleo. El tipo de transformada que se obtiene y los tipos de problemas para los cuales
es de utilidad dependen de dos cosas: el nucleo y los limites de integracion. Para ciertos nucleos K(s, t),
la transformacion (5.1) al aplicarse a formas lineales en f(t) dadas, cambia esas formas a expresiones
algebraicas en F(S) que involucran ciertos valores de frontera de la funcién f(t). Como consecuencia,
ciertos tipos de problemas en ecuaciones diferenciales ordinarias se transforman en problemas
algebraicos cuya incognita es la imagen F(s) de f(t). Como ya se menciond, si se conoce una
transformacion inversa, entonces es posible determinar la solucion y(t) del problema original.

En general, recuerde que una transformacion T {f(t)} es lineal si para todo par de funciones f;(t) y fa(t)
y para todo par de constantes C; y C,, ella satisface la relacion

T {C1 f () +c,f, (t)} =cT { f, (t)}+C2T { f, (t)} (5.2)

Es decir, la transformada de una combinacion lineal de dos funciones es la combinacion lineal de las
transformadas de esas funciones.

Para la seleccion particular del nacleo K(s,t)=e * y los limites de integracion desde cero hasta
infinito en la Ec. (5.1), la transformacion definida asi se denomina una transformacion de Laplace y la
imagen resultante una transformada de Laplace. La transformada de Laplace de f(t) es entonces una
funcion de la variable S y se denota por F(S) o £{f(t)}. La transformacion de Laplace es probablemente
la herramienta mas poderosa para estudiar los sistemas lineales descritos por ecuaciones diferenciales
con coeficientes constantes. Como un proceso, la transformacion convierte un problema en ecuaciones
diferenciales en uno que involucra una o mas ecuaciones algebraicas.

5.2 Definicion de la Transformada de Laplace

Dada una funcioén f(t) definida para todos los valores positivos de la variable t, se forma la integral
j f (t)e dt=F(s) (5.3)
b
la cual define una nueva funcion F(S) del parametro S, para todo S para el cual converge la integral. La
funcién F(s) asi formada se denomina la transformada de Laplace unilateral de f(t). Normalmente se
omitira el término unilateral y la transformada se denotara por F(s) o L£{f(t)}. Es decir, la definicion
formal de la transformada de Laplace es

L{FM®}=F(s) = I f(t)e dt (5.4)

El limite inferior de la Ec. (5.4) se escogié como 0 en vez de 0 o 0" para incluir casos donde la funcién
f(t) pueda tener una discontinuidad de salto en t=0. Esto no debe considerarse una restriccion, ya que
en los estudios usuales de transitorios, el origen del tiempo siempre puede tomarse en el instante t = 0 o
en algin tiempo finito t > 0. La funcion en el lado derecho de la Ec. (5.4) no depende de t porque la
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integral tiene limites fijos. Como ya se menciond, la transformacion de Laplace es un proceso que
reduce un sistema de ecuaciones integro-diferenciales simultaneas lineales a un sistema de ecuaciones
algebraicas simultaneas lineales. La transformada de Laplace asocia una funcion en el dominio del
tiempo con otra funcidn, la cual se define en el “plano de frecuencia compleja”.

La propiedad mas sencilla y mas obvia de la transformacion de Laplace es que es lineal. Esta
afirmacion es facil de demostrar ya que ella esta definida como una integral. Es decir, si f;(t) y fa(t)
poseen transformadas F;(S) y F2(S) y C; y C; son constantes,

ci{c f()+c, f, (D)} =¢F(s)+c,F,(s) (5.5)

La notacion
f(t) < F(s)

significara que las funciones f(t) y F(t) forman un par de transformadas de Laplace, es decir, que F(S)
es la transformada de Laplace de f(t).

En general, la variable S es compleja (S = ¢ + jo) pero, por los momentos, se tomara como real y mas
adelante se discutiran las limitaciones sobre el caracter de la funcion f(t) y sobre el recorrido de la
variable S. Puesto que el argumento St del exponente de € en la Ec. (5.3) o (5.4) debe ser adimensional,

entonces las dimensiones de s deben ser las de frecuencia y las unidades de segundos inversos (s!).

Ahora se obtendran las transformadas de algunas funciones elementales. La mayoria de los ejemplos
estan basados en la integral

< 1
je‘mdt:——, p>0 (5.6)
0 p

cuya demostracion procede de la identidad

;
ety
!e dt )

1—e FT

En efecto, si p > 0, entonces e P — 0 conforme T — o0 y se obtiene la Ec. (5.5).

Ejemplo 1

(a) Se determinara la transformada de Laplace de la funcion f(t) = 1, t > 0. Insertando esta funcion en
la Ec. (5.3), se obtiene

o0 o0 1
L{1}=[ (e *dt=[e"dt=—
0- 0 S
para s> 0. En la notacion indicada,
1
Il o —, s>0 (5.7)

S

(b) Considérese ahora la funcion f(t) = e®" t>0, donde c es una constante. En este caso,
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Li{e"}= OTe“e‘“dt = je‘(s‘c)‘dt

La ultima integral es la misma que la de (5.6) con p =S —C; por lo tanto, es igual a 1/(5 —C) , con

tal que s—c > 0. Se concluye entonces que

1
e o —, s>c¢ (5.8)
s—cC

Con la ayuda de métodos elementales de integraciéon se pueden obtener las transformadas de otras
funciones. Por ejemplo,

1 5 2
t & 0 " o -
S S
(5.9)
senat < , cosat &
s’ +a’ s’ +a’

para s > 0; mas adelante se estudiaran procedimientos mas sencillos para obtener estas transformadas.

Ejemplo 2

Usando la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace se obtendra la transformada de la
funcion f (t)=senhat.

Usando la identidad

entonces

1 at 1 —at 1 1 1 1
L{senhat}=L<—e" ——e R —
2 2 2s—-a 2s+a

cuando S >ay s> —a; es decir,

a
senhat <« Faial’ (s>|a|)

Como la ecuacion de definicion de la transformada de Laplace contiene una integral en la cual uno de
sus limites es infinito y por la propiedad de linealidad, una de las primeras preguntas a responder se
refiere a la existencia de la transformada. Un ejemplo sencillo de una funcion que no tiene una

transformada de Laplace es f (t)=exp [exp(t)] Por ello, a continuacion se daran algunos teoremas

concernientes a la convergencia de la integral de Laplace.
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5.3 Condiciones para la Existencia de la Transformada de Laplace

5.3.1 Funciones Seccionalmente Continuas

Se dice que una funcion f(t) es seccionalmente continua en un intervalo acotado a < t < b, si es
continua excepto en un numero finito de puntos t, <t, < --- <t, de (a, b) y si en cada punto de

discontinuidad posee limites finitos conforme t tiende a cualquier extremo de los subintervalos desde el
interior (si X; = a, el limite por el lado derecho existe en t;, y si ty = b, el limite por el lado izquierdo
debe existir en ty). Se usan los simbolos

F), ()

para denotar los limites por el lado izquierdo y por el lado derecho, respectivamente, de f(t) en t;. La
funcion f(t) que se ilustra en la Fig. 5.1 es seccionalmente continua en (a, b). Tiene solo una
discontinuidadent=1t; y

f(t)=A, f(t)=B

f(t) f(t)
B
A /
t t
a t] b a tl b
Figura 5.5 Figura 5.2

La funcion que se ilustra en la Fig. 5.2 no es seccionalmente continua. Posee s6lo una discontinuidad
en t;, pero el limite por el lado derecho de g(t) no existe en t;.

Teorema 1. Sean las funciones f(t) y g(t) seccionalmente continuas en todo intervalo de la forma
[c,T], donde c es fijoy T > c. Si |f(t)] < g(t) parat >C y si la integral

Tg(t)dt

converge, entonces la integral
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]Ef(t)dt

también converge.

Mas adelante se usara el Teorema 1 para establecer un conjunto de condiciones de suficiencia para la
existencia de la transformada de Laplace de una funcidén. Sin embargo, primero se introducird la
notacion

f(t)=0[g(t)]

la cual debe leerse “f(t) es del orden de g(t)”. Esta notacion significa que existen constantes M y N
tales que

| £(t) [< Mg(t)

cuando t > N. En particular, si f(t) = O|e®!| para alguna constante o, se dice que f(t) es de orden
exponencial.

Teorema 2. Sea f(t) una funcidon seccionalmente continua en todo intervalo de la forma [0,T], donde
T>0y sea f (t) = O[e‘“] para alguna constante o. Entonces la transformada de Laplace

L{ f (t)} = F (s) existe, al menos para s > a.

Demostracion: De acuerdo con las hipotesis del teorema, existen constantes M y tp tales que

| f(t)|<Me™ cuando t>t,. Entonces ‘ f(t)e™ |<M e cuando s > t,. Puesto que la integral

IM e 9t gt

t0
converge cuando S > a, la integral
_[ e Sdt
t0

también converge (Teorema 1). Puesto que

00

to 0
je‘“ f (t)dt =je‘5I f (t)dtJrje‘St f(tydt, s>a
0

0 t

la transformada de Laplace £ {f(t)} existe paras> a.
Como una aplicacion importante del Teorema 2, se demostrara que si f(t) es de la forma

n at

t"e* cosbt, t"e* senbt (5.10)

donde n es un entero no negativo, entonces £{f(t)} existe para s> a > 0. Primero obsérvese que
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t"=0 [ e’ ]
para todo numero positivo €. Como | cos bt | <ly | sen bt | <1 para todo t, tenemos que
f (t) _ O|: e(a+s)t:|

Por el teorema 1, L{f(t)} existe para S > a+e para todo niimero positivo €. Por consiguiente,
L{f(t)} existe paras>a.

El resultado anterior es importante en el estudio de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes. Considere la ecuacion homogénea

P(D)x=0

donde D = d/dt y P(D) es un operador polinomial. Toda solucion de esta ecuacion es una combinacion
lineal de funciones de la forma (5.10). Cualquier derivada de una solucién es también una combinacion
lineal de funciones de este tipo. Por lo tanto, se puede decir que toda solucion de la ecuacidn, y toda
derivada de una solucion, es de orden exponencial y posee una transformada de Laplace.

Teorema 3. Sea f(t) una funcion seccionalmente continua en todo intervalo de la forma [0, T] y sea
f(t)= O[ e™ ] para alguna constante a.. Entonces la funcion h(t), donde

h(t):j'f(u)du

es de orden exponencial. Si o> 0, h(t)= O[e‘“] y sia <0, h(t)=0[1].

Demostracion: Existen constantes positivas ty y M, tales que ‘ f (t) ‘ <M, e parat>t,. También existe

una constante positiva M, tal que [f(t)| < M, para 0 <t <t,. Puesto que
ty t
h(t) :'[ f(u)du +'[ f(u)du
0 t)
para t > ty, se tiene que

) t
|h(t)|s|v|2jdu+|v|1jf(u)du
0

t

M
[h(t)[<M,t, +71( e e )

Si o > 0, entonces
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Ivl] at
[h(t)[<] Myt +— [, t>t,
a

y h(t)=0[ e |.

Ejemplo 3
La funcion escalon unitario (previamente definida en el Cap. 1)

0 cuando O<t<t,

uﬁ—%):{

1 cuando t>t,

es un ejemplo de una funcion seccionalmente continua en el intervalo 0 < t < T para todo numero
positivo T (Fig. 5.3). Observe la discontinuidad en t = t;:

limu(t—t,)=0 limu(t—t,) =1
toty

toty

La transformada de Laplace de esta funcion es

00

Tu(t_to )eistdt = TeStdt = _le*St

0" t S t

Asi que, siempre que S > 0,

S

g

L{u(t—t,)}=

u(t —to)

t

Figura 5.3

Aqui se debe sefialar un punto importante. La transformada de Laplace esta definida solamente entre
0" y +oo. La conducta de la funcion f (t) para t < 0 nunca entra en la integral y por tanto no tiene

efecto sobre su transformada. Por ejemplo, las funciones f (t)=1 y u(t) (t, =1en el Ejemplo 3) tienen
la misma transformada 1/s.

Las condiciones mencionadas en los teoremas para la existencia de la transformada de una funcion
son adecuadas para la mayoria de nuestras necesidades; pero ellas son condiciones suficientes y no
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necesarias. Por ejemplo, la funcion f(t) puede tener una discontinuidad infinita en, por ejemplo, t = 0,
es decir |[f(t)| —> o conforme t — 0, con tal que existan nimeros positivos m, Ny T, donde m < 1,
tales que |f(t)] < N/t™ cuando 0 <t < T. Entonces, si en cualquier otra forma, f(t) cumple con las
condiciones mencionadas, su transformada todavia existe porque la integral

¢
Ie‘ST f (t)dt
0—

existe.
5.3.2 Region de Convergencia de la Transformada

El recorrido de valores de la variable compleja S para los cuales converge la transformada de Laplace
se denomina la region de convergencia (RDC). Por ejemplo, sabemos que la sefial x(t)=e *u(t), a
real, tiene como transformada la funcion X (s)=1/(s+a), siempre que Re(s) >—a, puesto que

lime "' =0

t—>o
solo si Re(s+a)>0 o Re(s)>—-a. Asi que la RDC para este ejemplo la especifica la condicion
Re(s) >—a y se muestra en el plano complejo como lo ilustra la Fig. 5.4 mediante el area sombreada a

la derecha de la linea Re(S)=—a, para el casoen que a>0.
jo

al>0I

Figura 5.4
5.4 Teoremas de la Derivada y de la Integral

Se desea expresar la transformada de Laplace
j f'(t)e *dt
e

de la derivada f'(t) de una funcién f(t) en términos de la transformada de Laplace F(s) de f(t).
Integrando por partes se obtiene
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@ T —st
. +s_[ f(t)e ~dt

0

L{f’(t)}:T f'(t)e dt=f(t)e ™

Sea f(t) del orden de €* conforme t tiende a infinito y continua. Entonces, siempre que S > a, el primer
término en el lado derecho se convierte en —f(0) y por tanto

L{F' (1)) =5F ()~ f(0) (5.11)

Asi que la diferenciacion de la funcion objeto corresponde a la multiplicacion de la funcién resultado
por su variable S y la adicion de la constante —f(0). La formula (5.11) da entonces la propiedad
operacional fundamental de la transformaciéon de Laplace; ésta es la propiedad que hace posible
reemplazar la operacion de diferenciacion en una ecuacion diferencial por una simple operacion
algebraica sobre la transformacion.

Ejemplo 4

Se desea resolver la ecuacion
y'(H)+3y(t)=0, t>0 (5.12)
con la condicidn inicial y(0) = 2.

Multiplicando ambos lados de la Ec. (5.12) por e ™ ¢ integrando de cero a infinito, se obtiene
T[y’(t)+3y(t)] e dt=0 (5.13)
I8
Del teorema de la derivada, Ec. (5.11), se obtiene que
T y'(t)e *dt=sY (s)—y(0)=sY(s)-2
e
donde Y(s) = £{y(t)}. Sustituyendo en la Ec. (5.12) da
sY(S)-2+Y(s)=0 (5.14)

Asi que la transformada de Laplace Y(S) de la funcién incognita y(t) satisface esta ecuacion.
Resolviéndola, se obtiene

2

Como se observa, la fraccion anterior es la transformada de la funciéon 2e™'. Por lo tanto, la solucion
de (5.12) es

y(t)y=2e>", t>0
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5.4.1 La Transformada de Laplace Bilateral

La transformada de Laplace F(S) de una funcion f(t), como se definio en (5.3), involucra los valores de
la funcion f(t) para todo t en el intervalo (0—, o). Es decir, el intervalo adecuado en la solucion de
ecuaciones diferenciales que son validas para t > 0. En la teoria de circuitos eléctricos, sistemas de
control lineales y otras aplicaciones, algunas veces es deseable considerar los valores de f(t) en todo el
eje real y definir a F(S) en consecuencia. Esto conduce a la funcion

F(s)= T f(t)e *dt (5.16)

conocida como la transformada de Laplace bilateral de f(t). Si la funcion f(t) es causal, es decir, si
f(t) =0 parat <0, entonces la integral en (5.16) es igual a la integral en (5.3). En este texto no se usara
la Ec. (5.16). La notacion F(s) se reservara sélo para las transformadas unilaterales.

5.4.2 La Funcion Impulso

Un concepto importante ya presentado en el Cap. 1 es el de la funcion impulso. Esta funcion, también
conocida como la funcion delta de Dirac, se denota por §(t) y se representa graficamente mediante
una flecha vertical, como en la Fig. 5.5. En un sentido matematico estricto, la funcién impulso es un
concepto bastante sofisticado. Sin embargo, para las aplicaciones de interés es suficiente comprender
sus propiedades formales y aplicarlas correctamente. Las propiedades de esta funcion ya se estudiaron
en el Cap. 1 y no se repetiran aqui. Su transformada se derivard mas adelante.

S(t)

Figura 5.5

5.4.3 El Teorema de la Derivada

Al comienzo de esta seccion se demostro que si F(s) = £{f(t)}, entonces
L{T' ()} =sF(s)—f(0) (5.17)

Ahora se revisara el significado de f(0). Si f(t) es continua en el origen, entonces f(t) tiene un
significado claro: es el valor de f(t) para t = 0. Suponga, sin embargo, que f(t) es discontinua y que

F(0+)=lim f (+&), f(0-)=limf(-e), &>0 (5.18)
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son sus valores en t = 0+ y t = 0—, respectivamente (Fig. 5.7a). En este caso, el nimero f(0) en la Ec.
(5.17) depende de la interpretacion de f'(t). Si f'(t) incluye el impulso [f(0+) —f(0-)]d(t) debido a la
discontinuidad de f(t) en t = 0 (Fig. 5.7b), entonces f(0) = f(0-). Si f'(t) es la derivada de f(t) para
t>0 solamente y sin el impulso en el origen (Fig. 5.7c), entonces f(0) = f(0"). La primera
interpretacion requiere aclarar el significado de la integral en la Ec. (5.3) cuando f(t) contiene un
impulso en el origen.

Como se sabe, la integral de 5(t) en el intervalo (0, ) no esta definida porque d(t) es un impulso en t
—st

= (. Para evitar esta dificultad, se interpretara a F(S) como un limite de la integral f(t)e ™ en el
intervalo (—¢, «):
F(s):lit(l)lj f(t)e‘“dtzj f(t)e *dt (5.19)
e o
donde ¢ > 0. Con esta interpretacion de F(S) se deduce que la transformada de o(t) es igual 1:
3(t) « 1 (5.20)

porque

[3(tyedt=1

f(t) fity t>0 fity t>0

A
0 N~ f(0+) — f(0=

N \_ /"

0 t o] \ t o] \. t

’\/ f(0-)

(a) (b) ©

Figura 5.7

Ademas, el término f(0) en la Ec. (5.29) es el limite f(07) de f(—¢) conforme € — 0. Si F(S) se
interpreta como un limite en el intervalo (&, o), entonces f(0) = f(0"). En resumen,

T f'(t)e Mdt=sF(s)—f(0) (5.21)

T fr(tye dt=sF(s)—f(0") (5.22)
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La diferencia f(0") —f(0") entre estas dos integrales es igual a la transformada de Laplace del impulso
[f(0") —f(07)]8(t) en el origen y causada por la discontinuidad de f(t) en ese punto.

Si la funcién f(t) es continua en el origen, entonces debe quedar claro que f(07) = f(0") = f(0) y las
formulas (5.17), (5.21) y (5.22) son equivalentes. Si f(t) es continua para t > 0 excepto por un salto
finito en to, es facil demostrar que la férmula (5.17) debe reemplazarse por la formula

L{ f '(t)} =sF(s)—f (0)—[ f(t, +0)—f(t, —0)] g %

donde la cantidad entre corchetes es la magnitud del salto en t,.

Derivadas de Orden Superior. Sean f(t) y f'(t) continuas para t > 0 y de orden exponencial y
también sea f'(t) seccionalmente continua en todo intervalo acotado. Entonces, como f"(t) es la
derivada de f'(t), la transformada de f'(t) menos el valor inicial f'(0) de f'(t), es decir

L{f"(t)}=sL{f'(t)}-f(0)
= S[SF(S)— f (0)]— f'(0) (5.23)
=s’F(s)-sf (0)- f'(0)
La aplicacion repetida del argumento anterior produce la relacion

L{H™ (O] =8"F(5)=s" £ (0) =" £ 1(0)— - £ (0) (524

donde se supone que f(t) y sus derivadas de orden hasta n— 1 son continuas para t > 0 y de orden
exponencial.

Aplicando (5.24) al impulso 5(t), se obtiene
L{3" (1)} =s"

porque la transformada de d(t) es igual a 1 y los valores de sus derivadas en t = 0 son iguales a cero.

Ejemplo 5
Se desea obtener la transformada de f(t) = sen(at) a partir de la transformada de cos(at).
Si f(t) = cos(at), entonces f (t) = —asen(at) y aplicando (5.17), se obtiene
L{-asenat}=sL{cosat}—1

s | a
s’ +a’ s’ +a’
y por tanto
L {sen at} = -
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Ejemplo 6
Determinese la transformada de f(t) = tu(t).

Solucion: La funcion f(t) =ty f'(t) son continuas y f(t) es de O(e“‘t ) para cualquier . positiva. Por lo

tanto,
LIF' (O} =sL{f(DO}-F(0) (5>0)
0
{1} = scit)
Como £{1} = 1/s, se tiene entonces que
Lith==  (s>0)

Ejemplo 7
Determinese la transformada de Laplace de f(t) =t", donde n es cualquier entero positivo.

Solucién La funcién f(t) = t" cumple con todas las condiciones del Teorema 2 para cualquier o
positiva. En este caso,

f(0)=f'(0)= - £V (0)=0
" (t)=n!
£ (t)=0
Aplicando la férmula (5.24) se obtiene
L{f (n+1)(t)} —=0= S””L{t“}—n!

y por tanto,

5.4.4 El Teorema de la Integral

Usando el teorema de la derivada, se obtendra la transformada F(S) de la integral definida por

f(t)= j y(t)dt (5.25)
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de una funcion y(t) en términos de la transformada Y(s) de y(t). Se supone que f(t) es seccionalmente
continua y de orden exponencial.

La funcién f(t) en la Ec. (5.25) es continua y f(0) = 0. También se tiene que y(t) = f'(t). Por lo tanto,
la transformada Y(S) de y(t) es igual la transformada SY(S) —f(0) y, puesto que f(0") = 0, se concluye
que Y(S) = sk(s). Entonces,

F(s):ﬁ{jy(r)dr}zéY(s) (5.26)

Ahora bien, la formulacién de las leyes de Kirchhoff para una red, con frecuencia incluye una
integral con limites de —o a t. Estas integrales pueden dividirse en dos partes,

o

jy(r)drz j y(t)dt+jy(r)dr

—0

en donde el primer término de la derecha es una constante. Cuanto Yy(t) es una corriente, esta integral es
el valor inicial de la carga, q(0"), y cuando y(t) es un voltaje, la integral es el enlace de flujo

WY(0 )=Li(0"), donde L es la inductancia. En cualquier caso, este término debe incluirse en la

formulacion de la ecuacion; la transformada de una constante (0™ ) es
~y_9(0)
L{g(0 )} =—
S
Y se puede escribir una ecuacion similar para W (0™ ).

5.4.5 Traslacion Compleja

Ahora se expresara la transformada

0 e 2 f (1) e‘“dt:wf(t)e‘(“a)tdt a>0
Il ] J (2>0)

del producto e f(t) en términos de la transformada F(s) de f(t). La wltima integral en la ecuacion
anterior es la misma integral de la ecuaciéon de definicion de la transformada, siempre que S se
reemplace por S —a. Por lo tanto, es igual a F(s —a) y se obtiene el par de transformadas

e f(t) & F(s+a) (5.27)

Esta propiedad nos dice que la transformada del producto de €™ por una funcion de t es igual a la
transformada de la misma funcién con S reemplazada por S + a. Como herramienta para hallar
transformadas inversas, esta propiedad afirma que si S + a es reemplazada por S en la transformada de
una funcion f(t), entonces f(t) es igual al producto de €™ por la inversa de la transformada modificada.
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Ejemplo 8

(@)

(b)

1
Se desea evaluar £ ——-
S(s”+4)

Suprimiendo el factor 1/s, obtenemos Y (S)= 1/ (s’ +4)= %[2/ (s* + 4)] cuya transformada
inversa es igual a +sen 2t. Integrando esta ecuacion y usando la Ec. (5.26), tenemos que

. 1 t sen 2t cos 2t
L > = dt=-
S(s”+4) 2 4
0

Ahora se usaran las Ecs. (5.25) y (5.26) para evaluar la integral

' l—cos2t 1 5
= =—sen" t
4 2

0

t
g(t)zje’a‘dr
0

Este es un caso especial de la Ec. (5.26) con Y(t) = e@'. Usando (5.26) con f(t) = 1, se tiene que
F(s) = 1/s y entonces

Usando(5.26) con Y(s) = 1/(s+a), se obtiene
1 la Ja

G(s)=

Cs(s+a) s s+a

y por tanto,

I 1 _
g(t)=—-—e"
a

Aplicando la Ec. (5.26) a las transformadas de sen(bt) y cos(bt) se demuestra facilmente que

s+a
(s+a)2 +b?
b

s+a)’ +b?
(s+a)

e *cosht ©

e senbt ©
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5.5 El Problema de Inversion

Si F(S) es la transformada de Laplace de una funcion f(t), entonces f(t) se denomina la transformada
de Laplace inversa de F(s). El problema de inversion es la determinacion de la transformada inversa
f(t) de una funcién F(s) dada. Este problema es basico en las aplicaciones de la transformada de
Laplace. Considere, por ejemplo, la ecuacion diferencial

y'(t)+3y(t)=6, y(0)=0 (5.28)

Transformando esta ecuacion, se obtiene

sY(s)+3Y(s)=g

puesto que Y(0) = 0 y la transformada de f(t) = 6 es igual a 6/s. Por lo tanto,

Y(s)=

s(s+3) (529)

Asi que para determinar Y(t) se debe hallar la transformada inversa de esta fraccion.
En general, hay dos métodos de inversion fundamentales diferentes:

1. El Método de la Formula de Inversion. En este método, la funcion f(t) se expresa directamente
como una integral que involucra la funcién F(s). Este resultado importante, conocido como el de la
formula de inversion, se discute usualmente en el contexto de lo que se conoce como transformadas
de Fourier (topico fuera del alcance de este texto).

2. Tablas. En este método se intenta expresar la funcion F(S) como una suma de transformadas

F(s)=FR(s)+F,(s)+ --- +F,(9) (5.30)

donde F, (S), ... ,F, (s) son funciones con transformadas inversas f (t), ... ,f (t) conocidas y

tabuladas. De la propiedad de linealidad de la transformada se determina que si F(s) puede ser
expandida como en la Ec. (5.30), entonces su transformada inversa f(t) esta dada por

f)=~fM+f )+ - +f (1) (5.31)

Como una ilustracion se expande la fraccion (5.29) como una suma de dos fracciones con
transformadas conocidas:

6 2 2
= = (5.32)
S(s+3) s s+3

Y ()

Esta muestra que la transformada inversa y(t) de Y(s) es la suma
y(t)y=2-e>", t>0
(Esta técnica también se uso6 en el Ejemplo 8).

La identidad en (5.32) proviene de la conocida técnica de expansion de funciones racionales en
fracciones parciales, la cual se discutira mas adelante.
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En el problema de inversion se deben considerar las siguientes preguntas:

1. Existencia. ;Posee toda funcion F(S) una transformada inversa? Hay funciones que no poseen
transformadas inversas. Sin embargo, esas funciones tienen un interés principalmente matematico.
Todas las funciones consideradas en este texto poseen transformadas inversas.

2. Unicidad. ;Pueden dos funciones fi(t) y fo(t) tener la misma transformada F(s)? Si dos funciones
tienen la misma transformada, entonces ellas deben ser iguales para esencialmente todos los valores
de t. Sin embargo, pueden diferir en un conjunto discreto de puntos. Si las funciones son continuas,
entonces ellas deben ser idénticas.

5.5.1 Inversion de Transformadas Racionales (Fracciones Parciales)

Ahora se determinara la transformada inversa f(t) de la clase de funciones racionales, es decir, de
funciones de la forma

N(s)

STEy

(5.33)

donde N(S) y D(s) son polinomios en S y no poseen factores comunes. Aqui se supone que F(s) es una
fraccion propia, es decir, que el grado de N(S) es menor que el de D(S). Las fracciones impropias
involucran funciones de singularidad y se consideraran posteriormente.

Primero, supdngase que todas las raices S;, i = 1, 2, ... , n, del denominador D(S) son distintas. De
acuerdo con la teoria de fracciones parciales, F(S) puede entonces expandirse como una suma, es decir,

N(s) ¢ c, c
= = +

= = + o +— (5.34)
D(s) s-S, S-5, S—s

F(s)

Para determinar el valor de cj, se multiplican ambos miembros de la Ec. (5.34) por S —S; para obtener la
ecuacion
N(S)_Cl(S—Si)+ c,(s-s)

= © G+ o+
D(s) S-S, S-S

(s—s;)F(s)=(s-s;)

n
es decir, se remueve del denominador el factor s —S;j; evaluando ahora el resultado en S = S;, se obtiene

N(s)|  N(s)
D(s)|,. D'(s)

¢ =(s=s)F(s)_ =(s-s) (5.35)

s=s; s=s;

donde D'(s;) =[dD/ds ]S:S_ =[D(s)/ (S—Si )l:s. . Puesto que la transformada inversa de la fraccion
1/(s—s;i) es igual a €%, de la Ec. (5.34) se concluye que la transformada inversa f(t) de la funcién

racional F(S) es una suma de exponenciales:

syt

f(t)y=ce” +c,e”' + --- ce” (5.36)

n
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Ejemplo 9. Determine la transformada inversa de la funcién

s +29s+30

F(S)=—————
) s +7s*+10s

Solucién: El denominador de F(s) es de mayor grado que el numerador y posee factores reales y
distintos; éstos son: s, =0, S, =—2 y s, =—5. Por lo tanto, se pueden determinar factores Cy, Ca, y C3

tales que

s +29s+30 s +29s+30 ¢ ¢ c,

$*+7s+10s S(5+2)(S+3) S S+2 S+5

y usando la Ec. (5.35) se obtiene
¢, =sF(s)_, =3, ¢, =(s+2)|:(s)L?2 =4, c, :(3+5)F(5)L=,5 =—6
Por lo tanto,

f(t)=3+4e™ -6, t>0

Ahora se consideraran fracciones parciales para el caso en el cual el polinomio D(S) contiene factores
lineales repetidos de la forma (s—s;)". En este caso, la expansiéon de F(S) en fracciones parciales
consiste de términos de la forma

C. C. C.
i —— (5.37)
S=S (s-—s) (s—s)

donde los numeros Cij, j=1,2, ..., m, son independientes de S y vienen dados por

1 d’ m
e = [(5-8) F®)] L r=0. 1w (538)

s=5;

Asi que para evaluar el coeficiente Cim ¢ se remueve el factor (s—S;)" del denominador de F(s) y se
evalua la derivada r-ésima del resultado en S = S;. La componente de f(t) debida a la raiz multiple s; es
la transformada inversa de la suma en (5.37) y viene dada por

C.
c % +c,tett + o 4 tMedt (5.39)

(m-1)!

De lo anterior se concluye que la transformada inversa de una funcion racional F(S) es una suma de
exponenciales cuyos coeficientes son polinomios en t. Los exponentes Sj se denominan los polos de
F(s), es decir, los polos son las raices del denominador D(S).

Ejemplo 10. La funcién
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2
ST +2s+5 C, N C,, Cy,

F(s)= - + .
(s+3)(s+5) S*+3 S+5 (s+5)

(5.40)

tiene un polo sencillo en S; = -3 y un polo multiple en S; = —5 con multiplicidad m = 2. En este caso,

s?+2s+5 s?+2s5+5
Cl :—2 =4, sz = :_10
(s+5) - S+3 |
o - d s°2s+5 _sz+6s+1 ~
" ds s+3 - (s+3) -
= 5=-5

Por tanto,
f(t)=2e7" —(1+10t)e™", t>0
Observe que el coeficiente Cy; puede determinarse sin diferenciacion. Puesto que (5.40) es valida para
toda s, también es valida para s = 0 (o cualquier otro numero). Haciendo s = 0, por ejemplo, se obtiene
L 6 & &

15 3 5 25

Puesto que ¢; =2y €y =—10, la igualdad anterior produce c;; = 1.

Raices Complejas

En los ejemplos anteriores, las raices del denominador de la funcion F(S) eran reales. Se pueden
obtener resultados similares si D(S) tiene raices complejas. Sin embargo, en este caso los coeficientes
correspondientes son complejos y f(t) contiene términos exponenciales complejos. En el analisis de
sistemas fisicos, la funcion F(S) tiene coeficientes reales. Por ello, las raices complejas siempre ocurren
en pares conjugados y, como se demuestra a continuacion, las componentes correspondientes de f(t)
son ondas sinusoidales amortiguadas con coeficientes reales. Se comenzara con un ejemplo:

5s+13

I:(S):s(sz+4s+13)

En este caso, D(S) tiene dos polos complejos, S; = -2 + j3, S, = =2 — j3, y un polo real, s3 = 0. La
expansion directa de (5.34) da

5s+13 C, c, c

= —+ —+
s(s* +4s+13) s—(-2+j3) s—(-2-j3) s

donde ¢; = —(14j)/2, ¢c; = —(1—j)/2 y ¢3 = 1 (determinados en la forma ya explicada). Por consiguiente,

1;(t):_l‘;je(—2+j3)t _%e(—z—w)t_’_l’ t>0 (5.41)
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Esta expresion incluye cantidades complejas. Sin embargo, es una funcion real. Efectivamente,
insertando la identidad e 19" = ¢! (cos3t+ jsen3t) en (5.41), se obtiene

f(t)=1-e"(cos3t—sen3t), t>0 (5.42)

la cual es una expresion real.

Ahora se demostrara que la Ec. (5.42) puede determinarse directamente. El resultado esta en el hecho
de que si F(S) es una funcidén real con coeficientes reales y S; y S son dos niimeros complejos

conjugados, entonces F(s;) = F (s, ) = F *(s,) (donde el asterisco indica el conjugado complejo).

Considere una funcion racional F(S) con coeficientes reales. Como se sabe, si S; = a + jB es un polo
complejo de F(s), entonces su conjugado, S, =a.— jB, también es un polo. Por lo tanto, la expansion

(5.34) de F(s) contiene términos como

+ , s, =a+jpB, s,=a—]jp (5.43)

Los coeficientes C; y C; se expresaran en términos de la funcion

G(s):%(s—sl)(s—sz) (5.44)

De la Ec. (5.35) se obtiene que

_IBGG) g

cle(s)(s—sl)s:Sl = 5
2

puesto que S; —S; = j2p. En forma similar,
1
C, = EG (s,)
La funcién G(s)) es, en general, compleja con parte real G, y parte imaginaria G;, es decir,
G(s,) =G, + jG, (5.45)

Como F(s;) = F*(s1), de (5.44) se obtiene que G(S;) = G*(S1) = G; —jGi, y por lo tanto,

1 . 1 i

¢, =—(G, +iG), ¢,==(G, -iG)

2 2

La transformada inversa de la suma en la Ec. (5.43) es entonces igual a

1 .
—(G, - jG,) el (5.46)

1 .
ce’’ +c,e! :E(Gr +jG; el Pt 4 5

Insertando la identidad e!**®' =g (cothi jsenBt) en la Ec. (5.46), se obtiene finalmente la

transformada inversa f(t) de F(s) debida a los polos complejos conjugados S; y Sy, y la cual es igual a
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e (G, cosPt—G; senpt) (5.47)

En resumen: Para hallar el término en f(t) resultante de los polos complejos de F(S), se forma la
funcion G(S), como en (5.44), y se calcula su valor G(s) para s = S;. El término correspondiente de f(t)
lo da la Ec. (5.47), donde G, y G;j son las partes real e imaginaria de G(S).

El resultado anterior se aplicara a la funcion

5s+13

F =
) s(s® +4s+13)

ya considerada. En este caso,

(s—s)(s—s,)=5"+4s+13, §=-2+j3, a=-2, B=3

5(=2+j3)+13
@ 4 ds 13):55_+13, G(Sl):( +J3)+

G =" i3s i3(—2+j3)

F(s)
5
Por tanto, G, =—1, Gj=-1yla Ec. (5§.47) da

e (—cos3t+sen3t)

Este es el término de f(t) proveniente de los polos complejos de F(S) y concuerda con el resultado
(5.42).

Ejemplo 11
Obtener la transformada de Laplace inversa de la funcién

— Cl . + CZ : + C3
(s*+9)(s+2) s—j3 s+j3 s+2

F(s)=

El coeficiente C; correspondiente al polo real s; = —2 se determina directamente a partir de la Ec. (5.35):

c, :(s+2)F(s)L:_2 -3

Los otros dos polos S; =3 y S, = —j3 de F(S) son imaginarios puros con o =0 y 3 = 3. Puesto que
(s—s;)(s—s,)=5"+9

la funcidén G(S) correspondiente en la Ec. (5.44) estd dada por
( ) S
G(s)=——o ( +9)=—

Por lo tanto,
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i3 2 3

S, ) =———— = i—
(1) i3(j3+2) 13 I3
Agregando el término c;e ' debido al polo real 53 = —2, se obtiene

2 3 2
f(t)=—cos3t+—sen3t——e
13 13 13

5.5.2 Inversion de Funciones Impropias

En la Seccion 5.5.1 se determiné la transformada inversa de funciones racionales propias. Ahora se
consideraran funciones impropias, limitando la discusion a dos casos especiales.

Se comenzara con un ejemplo. Suponga que

F(s)

~ 35 +15s+14

s +35+2
Dividiendo se obtiene
3s* +15s5+14 65+8 2
5 =3+ =3+ —+—-
S°+3s+2 $°+3s5+2 S+1 s+2

y por tanto,
f(t)=38(t)+2e " +4e™"
Considérese otro ejemplo. Sea la funcioén

s’ +3s +5+8

F(s)=
) s’ +4s

Entonces, procediendo en la misma forma que en el ejemplo previo, se obtiene
s’ +3s” +5+8 2 3

> =S—-1+—+—
S” +4s S s+4

y por lo tanto
f(t)=8"(t)-8(t)+2+3e™
En general, para una funcion racional

_N(s)
" D(s)

F(s)

donde el grado de N(S) es mayor o igual que el de D(S), se procede a la division para obtener
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Q) ), 2

F(s)=c, ,s" " +:--+CS+C, +
D(s) D(s)

donde P(S) es el cociente y Q(S) es el residuo; m es el grado del numerador y n el del denominador (m >
n). Ahora el grado de Q(S) es menor que el de D(s). La nueva funcion racional Q(s)/D(S) es propia y
esta preparada para su expansion. Se continua entonces con la expansion en fracciones parciales de
Q(s)/D(s) y luego se obtiene la transformada inversa de F(S). Obsérvese que el polinomio P(S)
producirad funciones singulares. Estas no aparecen con frecuencia, pero son de mucha utilidad en la
solucion de algunos problemas practicos que estan fuera del alcance de este texto.

5.6 Los Valores Inicial y Final de f(t) a Partir de F(s)

A continuacién se demuestra que los valores de una funcion f(t) y sus derivadas en t = 0 pueden
expresarse en términos de los valores de su transformada para valores grandes de S. Este resultado
permite determinar en una forma sencilla la conducta de f(t) cerca del origen. También se determinara
el comportamiento de f(t) conforme t tiende a infinito usando su transformada y bajo ciertas
condiciones.

5.6.1 El Teorema del Valor Inicial

La funcion e™ tiende a cero conforme s tiende a infinito para t > 0 (la parte real de s mayor que cero).
A partir de esto se deduce que bajo ciertas condiciones generales

o0

nnljf(t)e-“dt=() (5.48)

§—0

para todo ¢ > 0. Si f(t) es continua para t > 0, excepto posiblemente por un numero finito de
discontinuidades finitas, y también de orden exponencial, entonces la integral en (5.48) tiende a F(S)
cuando € — 0. Esto da como resultado que

limF(s)=0 (5.49)

Lo anterior podria no ser cierto si f(t) contiene impulsos u otras singularidades en el origen. Por
ejemplo, si f(t) = e®', entonces F(s) = 1/(s — a) tiende a cero cuando S — . Sin embargo,
si f (t) =0(t), entonces su transformada F(s) = 1 no tiende a cero.

Aplicando (5.49) a la funcion f'(t) y usando la Ec. (5.17), se obtiene

lim | f'(t)edt =sF(s)-f(0)=0
)

Aqui se toma a f'(t) como seccionalmente continua y de orden exponencial.
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Entonces se obtiene que
f(0")=limsF(s) (5.50)

este resultado se conoce como el teorema del valor inicial. Se verificara con una ilustracion sencilla. Si
f(t) = 3%, entonces

3 . . 3s
F(s)=——, IlimsF(s)=lim——=3
S+2 s> s> §+2

lo cual concuerda con la Ec. (5.50) porque, en este caso, f(0") = f(0) = 3.

Ejemplo 12
Si
F(s)= 2s+3
7475410
entonces,
) . 25 +3s
limsF (s) =lim——— =2
s so*§° +75+10

y, po tanto, f(0)= 2.

El teorema del valor inicial también puede usarse para determinar los valores iniciales de las
derivadas de f(t). En efecto, como se obtiene a partir de la Ec. (5.24), la funcion

s’F(s)—sf (0)—f'(0) es la transformada de Laplace de f"(t). Por lo tanto [ver la Ec. (5.48)], debe
tender a cero cuando € — o [f"(t) debe cumplir con las condiciones necesarias]. Esto conduce a la
conclusion de que

f”(0)=£i£g[st(s)—sf(0)] (5.51)

En una forma similar se pueden determinar los valores iniciales de derivadas de orden superior. En
todos estos casos se ha supuesto que f(t) es continua en el origen.

Ejemplo 13
Si
2s+3

F(S)=——7——
) s?+7s+10

entonces SF(s) >0, S°F(s) >0 ys’F(s) =1 cuando s — . Por tanto,

f(0)=0, f'(0)=0, f"(0)=1
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5.6.2 El Teorema del Valor Final

Ahora se demostrara que si f(t) y su primera derivada son transformables en el sentido de Laplace,

entonces
ym f(t)= lirr(}sF ()
Ya se ha demostrado que
.[f’(t)e’Stdt:sF(s)—f(O’)
e
Cuando s tiende a cero, se obtiene entonces que
© t
[ frydt= ymj f'(t)dt
0 0

i1~ 1(0)]

(5.52)

(5.53)

Igualando este resultado con el de la Ec. (5.53), escrita para el limite cuando s — 0, se llega a la

conclusion de que

%im f(t)= linoqu (s)

(5.54)

como se requeria. La aplicacion de este resultado requiere que todas las raices del denominador de
F(s) tengan partes reales negativas, ya que de otra manera no existe el limite de f(t) cuando t tiende a

infinito.

Ejemplo 14

Para la funcion
f(t)y=5-3¢e"
es evidente que su valor final es 5. La transformada de f(t) es

5 3 2s+10
F(s)=—- =
S S+2 s(s+2)

y, segun la Ec. (5.54), el valor final de f(t) es

lim f (0) = limsF (s) = lim 20
tgg ()—SILI(')IS (S)_sll;lg)l s+2
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5.7 Teoremas Adicionales

5.7.1 El Teorema de Traslacion Real o de Desplazamiento

Una funcion f(t) trasladada en el tiempo se representa como f(t — to)u(t — ty), donde

f(t—t,), t>t,

5.55
0, t<t, ( )

f (t—to)u(t—to):{
(véase la Fig. 5.8). Observe que la funcion f(t — to)u(t — to) es idéntica a f(t)u(t) excepto que esta

retardada o trasladada en ty seg. Para encontrar la transformada de esta funcion se aplica la Ec. (5.3) a
la Ec. (5.55):

jf(t—to)u(t—to)e’“dt:jf(t—to)efstdt:jf(t) o s(t+) gt

0 ty 0

{_fl/ f(t)u(t) f(t — to)u(t — to)
0 | t 0 | t 0I to t
Figura 5.8

de donde se concluye que
L{f(t-tHu(t—t)}=e"L{f (1)} (5.56)
Aplicando la propiedad (5.56) al par d(t) <> 1, se obtiene
S(t—t,) <> e

Ejemplo 15

De los pares 1 <> 1/sy t <> 1/s% se obtienen los pares

1 — st 1 — st
u(t—-t,) < —e ™, (t-tHu(t-t) < —e ™
S S

Aplicando lo anterior al pulso pr = u(t) —u(t —T). Se obtiene
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1 _
pr =u(H)-u(t-T) & —(1-e"") (5.57)
S

Este ultimo resultado puede verificarse aplicando la definicion dada por la Ec. (5.3) de la transformada.
Puesto que p; (t)=1 para 0 <t<T y 0 para otros valores de t, su transformada es igual a

T —s T -5 1 -5
ipTa)etdtzgetdt:E(l—e ")

acorde con (5.57).

Ejemplo 16

Si se da la funcion
f(t)=6eu(t)+4e " Mu(t-t,)
entonces, aplicando la Ec. (5.56), se obtiene

6 4
F(s)=——+——e™
S+2 S+3

Supongase que Fi(s), Fa(s), ... , Fm(s) son funciones con transformadas inversas conocidas
f (), f,(t), ..., f (t). De la Ec. y la propiedad de linealidad de la transformada se obtiene que la

transformada inversa de la suma
F(s)=F (s)e™ +F,(s)e™™ + - +F, (s)e™™ (5.58)
es la suma
f)="f t-tHut-t)+f, (t-t,Hyut-t,)+ - +f (t—t Hu(t—t,) (5.59)

Esto se ilustrard mediante un ejemplo.

Ejemplo 17

Se desea determinar la transformada inversa de la funcidén

s?+7s+10

Solucion: Esta funcidn es una suma igual que en la Ec. (5.58), donde
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3s
F,(9)=F——— K=

F(S)=—— -
1 (8) s +7s+10 s? +3s+10 s +7s5+10

yt1 =0, =Tyt;=2T. Usando expansion en fracciones parciales, se obtiene
f(t)y=e?'-e>", f (t)=5e""-2e7", f (t)=2e""-2e""

y aplicando la Ec. (5.59), se obtiene
f)="fOut)+f,t-THu(t-T)+ f, (t-2T)u(t-2T)

5.7.2 El Teorema de Escala

Este teorema relaciona los cambios de escala en el dominio de S con los cambios correspondientes en el
dominio de t. El término cambio de escala significa que S o t se multiplican por una constante positiva.
Dada una funcion f(t), se cambia de escala al formar una nueva funcion f(t/ty). Su transformada se
encuentra como sigue: a partir de la ecuacion de definicion se tiene que

L{f(t/t,)}

00

[ £ (1, )edt

0

t, [ f(t/t,)e " d (t/t,)

S ey 8

si ahora se hace t/ty = X, entonces la Gltima ecuacion se convierte en
LT (/) =t, [ £ (x)e "™ dx
0

Obsérvese que la integral define a F(tyS), de tal modo que se puede escribir

L{F(t/t) | =t,F(t,5) (5.60)
La transformada inversa correspondiente es
f(t/t)=t,L'{F(ts)] (5.61)

Ejemplo 18

Para la transformada

F(S):s(s+1)
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el valor correspondiente de f(t) es
f(t)y=1-¢" (5.62)
El teorema de escala indica que la nueva funcion
fi(t)=L"{2F(2s)}=1-€" (5.63)

esta relacionada con f(t) en la Ec. (5.62) por un simple cambio en la escala del tiempo.

5.7.3 Derivadas de Transformadas

Cuando la integral de Laplace

0

F(s)= j f(t) e *dt (5.64)

0—

es diferenciada formalmente con respecto al parametro s, se obtiene la formula

dF(s) 7 .
=|[-tf(t *dt
dt Oj [Ftim]e
lo que implica que
dF
tf(t) o - diS) (5.65)

es decir, la multiplicacion de una funcion f(t) por t en el dominio del tiempo equivale a diferenciar la
transformada F(s) de f(t) con respecto a S y luego cambiar de signo en el dominio de la frecuencia
compleja..

Se debe sefialar que f(t)e™ y su derivada parcial de cada orden con respecto a S cumplen con las
condiciones necesarias para que la diferenciacion con respecto a S se pueda ejecutar dentro del signo de
integracion; se obtiene asi el siguiente teorema:

Teorema 4. La diferenciacion de la transformada de una funcidon corresponde a la multiplicacion por
-t

FO®s)=c{(-t" (1)}, (n=1,2,...) (5.66)

Adicionalmente F™(s) — 0 conforme s — . Estas propiedades se cumplen siempre que f(t) sea
seccionalmente continua y del orden de e |, si s> a en la formula (5.66).
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Ejemplo 19

Ya se sabe que

L{senat} = (s>0)

s’ +a

y, por la Ec. (5.66),

d a 2as
L{—tsenat}=£ Saa =_(Sz Y )2

de donde se obtiene la formula

2as

L{tsenat}= (5.67)

(32 +a’ )2

Ejemplo 20

a

Determinar la transformada de Laplace de f (t)=te * cos5t.

Sise hace f,(t)=cos5t y f,(t)=tcos5t, seobtiene

S

F(s)=
(9) s? +25

Usando el teorema de la multiplicacion por t, se obtiene

F2(s)=—%( S J s’ -25

$2+25)  (s®+25)

y finalmente, usando la propiedad de la traslacion compleja,

F(5)= (s+2)°-25 ' +4s-2I

[(erz)2 +25}2 (32 +4s+29)2

5.7.4 La Transformada de una Funcion Periddica

Considere la funcion periddica f(t) con un periodo T que satisface f(t + nT) = f(t), donde n es un entero
positivo o negativo. La transformada de esta funcion es
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['e]

F(s):[ f(t)e*dt
. . (5.68)
=j f(t)e’“dt+f f(tye Sdt + -

Trasladando sucesivamente cada término de la transformada por €', en donde n es el namero de
traslados necesarios para hacer que los limites de las expresiones integrales sean todos de 0—a T, se
tiene que

F(s)=(1+e " +e™ + )] f(t)e *dt

0

y utilizando el teorema del binomio para la identificacion de la serie, se obtiene

F(s)=

j f(t)e *tdt (5.69)

o

1 _ efTS

La integral en esta ecuacion representa la transformada de la funcion f(t) como si ella estuviese
definida sélo de 0— a T. Denotando esta transformada por F;(S), se obtiene
1

F(s)=1o=Fhi(s) (5.70)

Esta ecuacion relaciona la transformada de una funcién periddica con la transformada de esa funcion
sobre el primer ciclo (o cualquier otro ciclo).

Ejemplo 21

Se desea determinar la transformada de un tren de pulsos con un periodo T, donde cada pulso tiene una
amplitud unitaria y una duraciéon a < T.

Solucion: Aplicando la Ec. (5.70), se tiene

T

F (s)zj' f(t)e *dt

o

i -5 1 —as
:J;e tdtzg(l—e )

y por tanto,
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5.8 Aplicacion de la Transformada de Laplace a Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

En esta seccion se usan transformadas de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes. Se supone siempre que todas las ecuaciones son validas para t > 0 y las
soluciones se determinan para diferentes formas de excitacion.

Una ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes es una ecuacion de la forma
a,y" (O+a,, y" (1)+ - Fay () +a,y () =x(1) (5.71)

donde x(t), la excitacion, es una funcién conocida y ay, ai, ... , @, son constantes dadas.

Una solucion de (5.71) es cualquier funcion y(t) que satisfaga la ecuacion. Como se vera, la Ec.
(5.71) tiene muchas soluciones. Sin embargo, su solucion es unica si se especifican los valores iniciales
de y(t) y sus primeras n — 1 derivadas:

y(0)=y,, YO =y, ... .y"(0)=y,, (5.72)
Estos valores se denominan condiciones iniciales.

Una solucion particular es una solucion y(t) que satisface unas condiciones iniciales especificas. Si no
se especifican los valores iniciales, entonces y(t) es una solucion general. Asi que una solucion general
es una familia de soluciones que depende de los n pardmetros Yo, Y1, ..., Yn-1.

A una ecuacion diferencial se le puede dar una interpretacion de sistema. En esta interpretacion, la
Ec. (5.71) especifica un sistema con entrada (excitacion) X(t) y salida (respuesta) y(t). La salida asi
especificada, y(t), es la solucion tnica de la Ec. (5.71) bajo las condiciones iniciales especificadas.

El estado inicial del sistema es el conjunto (5.72) de condiciones iniciales. La respuesta de estado
cero del sistema es la solucion, y(t) = yq(t), de (5.71) con cero condiciones iniciales:

Y, (0)=y.(0)= -y, (0)=0 (5.73)

La respuesta de entrada cero, y(t) = yp(t). Es la soluciéon de (5.71) cuando X(t) = 0. Es decir, la
respuesta de entrada cero yp(t) es la solucion de la ecuacion homogenea

a y" (t)+a  y"(t)+ - +a y'(t)+a,y(t)=0 (5.74)
La aplicacion de la transformada de Laplace para resolver la Ec. (5.71) comprende los siguientes pasos:

1. Se multiplican ambos lados de la ecuacién por e™ y se integra de cero a infinito. Puesto que la
ecuacion es valida para t > 0, resulta la ecuacion

o0

T[an yO )+ - +a0y(t)} e dt = [ x(t)e *dt (5.75)

0 0"

Se supone que todas las funciones son transformables en el sentido de Laplace. Ello implica que el
lado derecho es igual a la transformada X(S) de la funcién conocida X(t), y el lado izquierdo puede
expresarse en términos de la transformada Y(S) de y(t) y de las condiciones iniciales (5.73).

2. Se resuelve la ecuacion en la transformada Y (s) resultante.
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3. Se determina la transformada inversa y(t) de Y(s) usando fracciones parciales u otros métodos de
inversion.

A continuacion se ilustra el método con varios ejemplos.

Ejemplo 22
Resolver la ecuacion diferencial
ay'(t)+a,y(t)=x(t)
sujeta a la condicidn inicial y(0) =Y.
Tomando transformadas en ambos lados se obtiene
a [sY(s)-Y,]+aY(s)=X(s)
Por tanto,

as+a, as+a,

Asi que Y(S) = Y, +Yp, donde

Y, (8)= X(s)

1 0
es la respuesta de estado cero 'y

1

Y, =———«
s+a,/q

B Yo

es la respuesta de entrada cero. Su inversa es la exponencial
Yp = Yo€"
donde 51 = —ap/a;.
Si, por ejemplo, ap =1, a; = 2, x(t) =8t y y(0) = 5, entonces la ecuacion es
y'(H)+2y(t)=8t,  y(0)=5,

y su ecuacion transformada es

8/52+ 5 4 2 7
S+2 s+2 s s s+2

Y(s)=

La solucion completa es

y(t)=4t-2+7e?", (t=0)




315

Ejemplo 23

Resolver la ecuacion diferencial

d’y dy
+4—+5y=5u(t
dt? dt y ®

sujeta a las condiciones

dy
0)=1 — =2
y( ) 2 dt o

La transformacion de Laplace de esta ecuacion diferencial produce

5
[$Y ()= y(0)—y'(0) |+4[sY (5) - y(0)]+5Y (s) =~

y al incluir las condiciones iniciales, se obtiene

Y(s)(s2 +4s+5):§+s+6

s +65+5
Y($)=—5—
s(s* +4s5+5)

Desarrollando ahora en fracciones parciales,

1 r .
Y(s)=—t—3 1
S S+2—J1 s+2+]1

y tomando la transformada inversa da la solucién

y(t)=1+2e"'sent, t>0

Ejemplo 24

Determine la solucion de la ecuacion diferencial
y'(D-y' (H)-6y(t)=2
sujeta a las condiciones
y(0)=1, y'(0)=0

Aplicando la transformacion a ambos lados de la ecuacion diferencial, se obtiene la ecuacion
algebraica
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sY(s)—s—sY(s)+1—6Y(s):E

S
Por tanto,
) $*—s+2
(s —s—6)Y(s):—
(6]
§*—s+2 A B C
YS)=——————=—+—+—
s(s—-3)(s+2) s s—-3 s+2

Evaluando los coeficientes, se encuentra que

11 8 1 4 1
Y(§)=——F——F——
3s 15s-3 5s+2

y la solucioén y(t) es

y(t):—l+ie“+ie’2t t>0
3 15 5 7 -

Ejemplo 25

Determine la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

~ +20%, —10y, =100u(t)

dy
d—t2+20y2—10y1 =0

sujeto a las condiciones iniciales y;(0) = 0 y y»(0) = 0.

Las ecuaciones transformadas son
100
(s+20)Y,(s)—-10Y,(s)=—
S

—100Y, (s)+(s+20)Y,(s)=0

Resolviendo este sistema, se obtiene
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Y (5)= 100(s+20) 201 5 5 1
T s(s2+405+300) 3S s+10 35+30
1000 1015 51

Y, (8)=— =——— +—
S(s"+40s+300) 3 s s+10 3s+30

y la solucién es

20
Y, (t):?_Seqot_ e t>0

W] L W] W

10
y, (1) =?—5e‘10t +

5.9 La Convolucion

La operacion de convolucion encuentra aplicaciones en muchos campos, incluyendo la teoria de redes
eléctricas y controles automaticos. Una aplicacion sobresaliente es la que permite evaluar la respuesta
de un sistema lineal a una excitacion arbitraria cuando se conoce la respuesta al impulso [respuesta
cuando la excitacion es un impulso unitario d(t)].

Sean las dos funciones fi(t) y f,(t) transformables en el sentido de Laplace y sean F(S) y Fx(S) sus
transformadas respectivas. El producto de F;(S) y F2(S) es la transformada de Laplace de la convolucion
de fi(t) y fa(t); es decir,

L{f(O)}=F(s)=F (s)F,(s) (5.76)

f(t)=f (t)*f, (1) =j f (0)f, (t—r)dt=i f (t—1)f,(1)dt (5.77)

Las integrales en la Ec. (5.77) se conocen como integrales de convolucion y el asterisco (*) indica la
operacién de convolucion. De acuerdo con la relacion f (t)=f (t)* f, (t), se observa que

F(s)=L{f (O*f, (O} =L{f, (O (D)

.78
=K (s)F(s) G78)

Asi que la transformada inversa del producto de las transformadas F;(S) y F2(S) se determina mediante
la convolucion de las funciones fi(t) y fo(t) usando cualquiera de las formulas en la Ec. (5.77)
(obsérvese que la convolucion es conmutativa).

Para deducir estas relaciones, observe que la transformada F(S) = F(S)Fx(S) se puede expresar como
un producto de las integrales que definen sus transformadas de Laplace en la forma

0

F(S)= T f(t)e ™ dt= J{ f(t—-1)f, (r)dr}e_“dt

0—- 0-

la cual puede expresarse como
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F(s)= T[]‘i f(t—-tu(t-1)f, (t)dr}e“dt

0-L0-

puesto que U(t — t) = 0 para 1 > t. Intercambiando el orden de integracion, se obtiene
F(s)= | fz(r){j f, (t—r)U(t—r)e‘s‘dt}dr
0— 0
Definiendo ahora

X=t-1
se tiene que

F(s) =T f, (r)ﬁ f, (x)u(x)e‘s(x”)dx}dr
0 -1
Pero u(X) hace cero el valor de la integral entre corchetes para x < 0, y por tanto
F(s)= T f, (r)ﬁ f, (x)es(x”)dx}dr
0- 0-
la cual puede ser expresada como el producto de dos integrales:
F(s)= ﬁ f, (r)e‘“dr}ﬁi f, (x)e‘sxdx} =F (s)F (s)
0- 0-

o también

FR(RE) © [fit-hx)de (5.79)

la que demuestra la validez de una de las Ecs. (5.77). Si se intercambian f;(t) y f5(t), se puede utilizar un
proceso similar para derivar la otra ecuacion en (5.77).

A continuacidn se mostrard mediante un ejemplo, que la convolucion se puede interpretar de acuerdo
con cuatro pasos: (1) reflexion, (2) traslacion, (3) multiplicacion y (4) integracion.

Ejemplo 26

En este ejemplo, sean Fi(s) = 1/sy F, (s)=1/(s+1), de manera que fi(t) =u(t) y f,(t)=e"'u(t). Se

desea determinar la convolucion de fi(t) y f2(t); es decir, se desea hallar
t

f(t)y=f (t)*f, ()= ju(t—r)e"dr
0

Los pasos para aplicar la convolucion a estas dos funciones se ilustran en la Fig. 5.9, en la cual f(t) y
f(t) se muestran en la (a) y f;(7) y f2(7) en (b). En (C) se han reflejado las funciones respecto de la linea
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t =0y en (d) se ha trasladado algin valor tipico de t. En (¢) se ha efectuado la multiplicacion indicada
dentro de la integral de las Ecs. (5.77). La integracion del area sombreada da un punto de la curva f(t)
para el valor seleccionado de t. Al efectuar todos los pasos anteriores para diferentes valores de t, se
obtiene la respuesta f(t), tal como se sefiala en (f) de la misma figura.

h® ()

@
fl(r) fZ(T)

(b)

fi() fi(—) fa(-1)

S

0 T T
©
fit—1) fo(t—1)
1 p——
0 t T 0 { T

(d)
fit— (1)

fi(Of(t-1)
1 J 1
0

©)

f(t) = fi()* f2(t)

®

Figura 5.9
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Para este ejemplo, la integracion de la Ec. (5.79) es sencillay da
t
f(t)= J'e‘rdr =1-¢"
0

que es, por supuesto, la transformada inversa del producto F(s)F2(9),

ty=c']— Lol L
t)= s(s+1)[ s s+l

-t

—l-e

Ejemplo 27

Como otro ejemplo, considere ahora la transformada

1
F(s)=———
( ) (82+a2 )2
En este caso se puede tomar
1 a
FI(S)=F2(S)=gsz+a2

de manera que
1
f(t)=1f,(t)=—senat
a

y, por tanto,

! ————— ¢ =—senat*senat
(52+a2) a
1

t
=TIsenarsena(t—r)dr
a 0

e (senat—atcosat)
a
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5.10 Propiedades de la Integral de Convolucion

Ahora se derivaran algunas propiedades de la integral de convolucion.

Propiedad 1 La operacion de convolucion es conmutativa, distributiva y asociativa:

f()*f,O="Ff )= f 1) @)
fO*[fO)+f,O)++f ) ]=FO)*f O+ FO)*f,(O)++f )= (t) (b) (5.80)
f () *[f, (O () ]=[f ()=, (t)]* (1) (©)

Solamente se verificara la relacion (5.80) (C), dejando las otras dos como ejercicios. Sean G, (S)y
G, (s) las transformadas de Laplace de las funciones g, (t)=f,(t)*f,(t) y g,(t)=f (t)*f, (1),
respectivamente. Por el teorema de convolucidon sabemos que

G, (s)=F,(s)F(s), G,(s)=FK(s)F(s) (5.81)

donde F, (s) (i=1, 2, 3) denota la transformada de Laplace de f,(t). Esto da

LI O[O (O]} =L{f, (D*g, (1)} =F ()G, (s)
=R ()R ()R (s)=G,(s)F (S)=L{ g, (t)=* f, (t)} (5.82)
=L{[f, 0=, O]t}

Tomando la transformada de Laplace inversa de ambos lados produce la identidad deseada (5.80) ().

Propiedad 2 Si las funciones f,(t) y f,(t) son diferenciables para t > 0 y continuas para t = 0,
entonces su convolucidn es diferenciable parat > 0:

df (t) Jf( )$dr+f1 (t) f,(0)

Cdt
) (5.83)
B J’ df, (t—1)

BT t>0

0
Para demostrar esto, aplicamos la regla de Leibnitz para diferenciar dentro de una integral, la cual
dice que si

b(t)
h(t) = j g(t,7)dr (5.84)

a(t)

donde a(t) y b(t) son funciones diferenciables de t y g(t,t) y dg(t,t)/ot son continuas en t y T,
entonces
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b(x)

dh(t) [ dg(t,7) db(t)_ da(t)

it —J' ot dr+g(t,b)—dt g(t,a)—dt (5.85)
a(x)

Aplicando (5.85) a la ecuacion de definicion de la integral de convolucion con h(t)= f(t),
g(t,r)=f (1) f,(t=1) o f(t-1)f,(1),a=0"yb=t", se obtiene la relacion (5.83).

Observe que la Ec. (5.83) no necesita realmente la hipétesis de que ambas f (t) y f,(t) sean

diferenciables. De hecho, si cualquiera de las funciones es diferenciable y la otra continua, entonces su
convolucién es diferenciable. Desde el punto de vista de la operacion de convolucion, la Ec. (5.83)
puede escribirse también como

df (t *dfz(t) _df1 (t)*
T f, () e fi (O, (0)= " f, (O+f(0) f, (1) (5.86)
Propiedad 3 Sea
3 . df () *dfz(t) _df1 (t)*
f=1 =1, (t)—Olt = (D i fi (D) f,(0)= it f, (O+f,(0) f, (1)
y escriba
g1 (t) = f1 (t_T1 )u(t_T1 )a T1 >0 (5.87)
g, (t) = fz (t_Tz )u(t_Tz )a T2 20 (588)
gt)=f(t-T,-T,)u(t-T,-T,) (5.89)

donde u(t) denota la funcién escalon unitario. Entonces
g(t)=9,(1)*g, (1) (5.90)

Esta propiedad expresa que si las funciones f, (t) y f,(t) son retrasadas por T, y T, segundos,

respectivamente, entonces la convolucion de las dos funciones retrasadas es igual a la convolucion de
las funciones originales, retrasada por T, + T, segundos. La demostracion de esta propiedad se deja para

el lector.
5.11 Ecuaciones Diferenciales e Integrales

Con la ayuda de la propiedad de convolucion se pueden resolver algunos tipos de ecuaciones integro-
diferenciales no homogéneas, lineales y con coeficientes constantes. Se daran algunos ejemplos.

Ejemplo 28. Determine la solucion general de la ecuacion diferencial

y" (1) +ky ()= f (1) (591
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en términos de la constante K y la funcion f(t).

Suponiendo que todas las funciones en (5.91) son transformables, la ecuacion transformada es
SY (5)—sy(0)-y'(0)+k?*Y (s)=F(s)

donde y(0) y y’(0) son, por supuesto, las condiciones iniciales. De aqui se obtiene

Y(s)= Lk F(s)+y(0) > + y'(o) K
kst 4k YWee Tk sk
y por tanto,
1 '(0
y(t) :E(sen kt)* f (t)+y(0)coskt+ v )sen kt

Esta solucion general de la Ec. (5.91) puede entonces escribirse en la forma
1 t
y(t) :E-[ f (t)senk(t—1)dt+C, coskt+C, senkt
0

donde C; y C; son constantes arbitrarias.

Ejemplo 29. Resuelva la ecuacion integral
t
y(t):at+jy(r)sen(t—r)dr
0

Esta ecuacion se puede escribir en la forma
y(t)=at+y(t)*sent

y, transformando ambos miembros, se obtiene la ecuacion algebraica

a
Y(s)=—+Y (s
) s? ()sz+1

)
Y(S)=a —2+—4
S S
t)=a t+lt3
y(t)= p

cuya solucion es

y por tanto,

La ecuacion integral general del tipo de convolucion tiene la forma
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t

y(t)=f (1)+g(t-7)y(x)de (5.92)

0

donde las funciones f(t) y g(t) son dadas y y(t) debe determinarse. Puesto que la ecuacion transformada
es

Y(s)=F(s)+G(s)Y(s)
la transformada de la funcidn buscada es

_ F(9)
1-G(s)

Y (s) (5.93)

Si la Ec. (5.92) es modificada reemplazando y(t) por combinaciones lineales de y(t) y sus derivadas,
la transformada de la ecuacién modificada sigue siendo una ecuacion algebraica en Y(S).

Ahora se procederd a resolver la ecuacion de estado para sistemas LIT estudiada en el Capitulo 2,
utilizando la transformada de Laplace.

dx(t)

Aplicando la transformacion de Laplace a la ecuacion = Ax(t)+Bu(t), con condicién inicial

x(0), se obtiene

sX(s)—x(0)=AX(s)BU(s)

(6]
X(s)[sI-A]=x(0)+BU(s)
de donde
X(s)=[sI-AT'[x(0)+BU(S)]
=®(s)[x(0)+BU(s)]
por lo que
x(t) =L {[sI-AT"[x(0)+BU(s)] } (5.94)

donde @(s) = [SI — A]™" es la matriz resolvente. Se debe observar que @(t) = £~ ' {®(s)} =e*'. En la

seccion anterior ya vimos que la matriz ®(t) se conoce como la matriz de transicion y mas adelante se
darén algunas de sus propiedades.

Ejemplo 30. Resolver el sistema

[0 6] [o] 0|1
X= -1 -5 X+1 (), X( )_2

Tomando u(t) = 1 y ejecutando las operaciones indicadas en la Ec. (5.94), obtenemos
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[51_A1=SE) ?H—? _56H<S) SH_? —56Hf ;55}

de donde
5 6
1 S+5 6 X5 GReE
O(s)=[sI-A]'=—— { }: e e
s*+5s+6[ -1 S (542)(543)  (s22)(s+3)
y
$+5 6 1 0
(s+2)(s+3) (s+1)(s+2)
X(s)=| . {2} 1
(s+2)(s+3)  (s+2)(s+3) ;
(0]
s +17s+6
$+5 6 1 -
X(s)= (s12)(s13)  (st1)(s+2) L= S(s+2)(s+3)
-1 s
(542)(543)  (5+2)(5+3) 2+ 2s
(s+2)(s+3)

y por tanto,

$+17546 K K, K 1 12 12

XI(S):—:_ = — —
S(s+2)(s+3) s s+2 s+3 s S+2 S+3
= X (t)y=1+12e7" 127"
2s K, K, 4 6
X,(s)= = + =— +
(S+2)(s+3) s+2 s+3 S+2 s+3

= X (t)=-4e?" +6e°"

Ejemplo 31. Resolver el sistema

. -1 0 2 5
x(t)={ 0 _Jx(t)J{J, X(O)=L}

Procediendo igual que en el Ejemplo 30, se obtiene

1

s+1 O s+1

}, [SI-A]" =

s+2
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y
1 2 5s8+2
— 0 ||5+—
S(s+1
X(s)= s+1 s |_|s(s+1)
1 3 S+3
— | 1+=
st+2 S S(s+2)
y por tanto,
5s+2 2 3 L
X, ()= =—+— = X, (t)=2+3e
s(s+1) s s+1
S+3 1.5 05 ot
X,(s)= = = X, (t)=1.5-0.5e

S(s+2) s 542

Ejemplo 32. Resolver el sistema

) —4 2 0 3
x(t):{_1 _2}x(t)+{2}, x(O)z[J

Aqui
L [s+4 -2 T 1 s+2 2
[SI-AT" = =
1 S+2 s’ +6s+10| -1 s+4
y
3 35 +8s+4
1 s+2 2 1 S
X(O)=g —— 1= 2 = S ool @
S +6s+10| -1 s+4||1+—| s +6s+10|s*>+3s5s+8

S
S

3s* +8s+4 K, K, K,
X](S): =—+ *

s(sz+6s+10) S S+3-] s+3+]

K o4 K U 3(B3+j) +8(3+j)+4
T (32

=1.7030 40.236° =K,

= X (1) =0.4+3.406e" sen(t+130.24°)
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s> +3s+8 —K1+ K, .\ K,

X, (8)

:s(sz+6s+10) S S+3—j s+3+]
K, =08, K,=120408524°=K
= X (t)=0.8+2.41e" sen(t+175.24°)

Ejemplo 33

Resolver el sistema

. 0 -1 1 0
x(t):{2 _3}x(t)-{0}t, x(O):{Z}

Procedemos igual que en los ejemplos previos y obtenemos:

S 1 s+3 —1
SI_A{ } [SI-A]" —[(SH);H) (tD(s2) }

— S
2 S+3 (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
543 21 0 1 25> +5+43
(s+1)(s+2)  (st1)(s+2) +— s% (s+1)(s+2
X(s) —{ ) . } s |=
2s +2
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2) 2+0 sz(s+1)(s+2)

28> +5+3 1.5 1.75 1.75
Xl (S)Z 2 :—2—_+_
ST (s+1)(s+2) s S s+2

= X (t)=1.5t-1.75+1.75¢"

X.(5) 25 +2 1 15 35
= =——_+—
? s (s+1)(s+2) s° s S+2

= X (t)=t-1.5+3.5¢7"

5.12 Polos y Ceros de la Transformada

Usualmente, la transformada F(t) de una funcion f(t) es una funcion racional en s, es decir,

a,s" +as"" +---+a, ,5+a, a4y (s-2z,)(s-2,)(s-2,)
b,S" +b,s"" 4---+b _s+b b (s—p,)(s—p,)-(s—p,)

F(s)= (5.95)

Los coeficientes ax y by son constantes reales y m y n son enteros positivos. La funcion F(S) se
denomina una funcion racional propia si N > m, y una funcion racional impropia si n < m. Las raices
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del polinomio del numerador, zx se denominan los ceros de F(s) porque F(S) = 0 para esos valores de S.
De igual forma, las raices del polinomio del denominador, pk, se denominan los polos de F(S) ya que
ella se hace infinita para esos valores de S. En consecuencia, los polos de F(S) estan fuera de la region
de convergencia (RDC) ya que F(S), por definicion, no converge en los polos. Por otra parte, los ceros
pueden estar dentro y fuera de la RDC, Excepto por un factor de escala, ay/by, F(S) puede especificarse
completamente por sus polos y ceros, lo que nos da una forma compacta de representar a F(S) en el
plano complejo.

Tradicionalmente se usa una “x” para indicar la ubicacion de un polo y un “o” para indicar cada cero.
Esto se ilustra en la Fig.5.10 para la funcién dada por

2s+4 3 S+2
s +4s+3  (s+1)(s+3)

F(s)= Re(s) > -1

jo

Figura 5.10
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Problemas

1. Determinar la transformada de Laplace de las siguientes funciones:
(a) f(t)=2senit (b) f(t)=3e7"'sen3t
(c) f(t)y=4e"sen5t+t*cos5t (d) f(t)=t’e™ sent

2. Determine la transformada de Laplace de las funciones en las gréficas.

nnr. Ad,
T NN

(@) (b)

(©) (d)

3. Encontrar la transformada de Laplace inversa de las siguientes funciones usando desarrollo en
fracciones parciales.

25 +3s5+4 6s> +10s+4
F(s)=———"" " b) F(s)=—
(@) FO) =G 5o as ® F()= 37 2as s a8
4s* +65+10 25’ +65+8
(©) F(s)=5— d F(s)=———
s +5s" +8s+4 (52+25+5)
25 +55+4 8(s+10)°
F(s)= F(s)=
© F(s) s*+7s* +16s5+12 (0 F(s)

3(32 +103+20)
14s+42 © F(S)— 12s+48
s* +8s’ +14s? +125s 8

(®) F(s)=

s* +65° +16s* +565+80

4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales mediante la aplicacion directa de la transformacion
de Laplace.
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@ a5 atee x(0)=2, x(0)=1
a — = . = =1
dt>  dt ’
d’x _dx
(b) 2—— +12—+10x=6cos4t, x(0)=2, x'(0)=8.
dt dt
d’x _d’x dx . )
(c) FH e g TIX=4 x(0)=1, x'(0)=2, x"(0)=5.
3 2
@ X B (0)=3, x(0)=1, x"(0)=2.

dt? dt? dt

. Halle las transformadas inversas de Laplace de las siguientes funciones:

1+e°° e’ —se”’
b)) ————
S(s+3) S"+6S+5

(a)

. Halle las transformadas de Laplace de las funciones ilustradas en la figura.

fit) f®)

() (b)

. Determine la transformada inversa de las siguientes funciones usando la integral de convolucion.

5
(a) F(S)Zm (b) F(S):S(S+4)2
10s 2
@ I:(S):s3 +68” +13s

(c) F(s)=

s +2s5* +45+8

. Demuestre que la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales
x'(t)=2y'(t)=f(t), x"(t)-y"(t)+y(t)=0

bajo las condiciones x(0)=x'(0)=y(0)=y'(0)=0, tal que f(0) =0, es
t t
x(t) :J- f (r)dr—2J- f (t)cos(t—1)dr,
0 0

y(t):—j f(t)cos(t—1)dt

. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones y verifique su resultado:
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11.

12.

13.

14.
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X'(H)+y(t)=f(t), y'(t)+x(t)=1, x(0)=1, y(0)=0.

Resuelva por y(t) y verifique su solucion:
f[ y(t)dt-y'(t)=t, y(0)=2
0
Halle la solucién de la ecuacion integral
y(t)=asenbt +Cj y(t)senb(t-1)dt
0

(a) cuando b* > bc; (b) cuando b =c.

Sea F () la transformada de Laplace de f(t). Demuestre que
fO|_ ¢
L|——|=|F(s)ds
e

Demuestre que para o real y positiva

L eati ﬂe%at — (S_U')n
dt" { n! (s+a)™

Usando la propiedad demostrada en el Problema 12, determine las transformadas de Laplace de las

siguientes funciones:

a) t”' cosm,t (b) t (l—e_O‘t ) (c) t”' (senhat+coshat)



CAPITULO SEIS

LA TRANSFORMADA Z

6.1 Introduccion

En el Capitulo 5 se introdujo la transformada de Laplace. En este capitulo presentamos la transformada
Z, que es la contraparte en tiempo discreto de la transformada de Laplace. La transformada Z puede
considerarse una extension o generalizacion de la transformada de Fourier discreta, asi como la
transformada de Laplace puede considerarse como una extension de la transformada de Fourier. La
transformada Z se introduce para representar sefiales en tiempo discreto (o secuencias) en el dominio de
la variable compleja z, y luego se describira el concepto de la funcion del sistema para un sistema LIT
en tiempo discreto. Como ya se estudid, la transformada de Laplace convierte ecuaciones integro-
diferenciales en ecuaciones algebraicas. Ahora veremos que, en una forma similar, la transformada Z
convierte ecuaciones en diferencias recursivas en ecuaciones algebraicas, simplificando asi el analisis
de los sistemas en tiempo discreto.

Las propiedades de la transformada Z son muy parecidas a las de la transformada de Laplace, de
manera que los resultados de este capitulo son semejantes a los del Capitulo 5 y, en algunos casos, se
puede pasar directamente de la una transformada a la otra. Sin embargo, veremos algunas diferencias
importantes entre las dos transformadas.

6.2 La Transformada Z

En la Seccién 4.9 vimos que para un sistema LIT de tiempo discreto con respuesta al impulso dada
por h[n], la salida y[n] del sistema a una entrada exponencial de la forma z" viene dada por

y[n]:T{z”}zH(z)z” (6.1)
donde
H(z):ih[n]z’n (6.2)

Para z=e'" con Q real (es decir, con |Z|=1 ), la sumatoria en la Ec. (6.2) corresponde a la

transformada de Fourier discreta de h[n]. Lo anterior nos conduce a la definicion siguiente para la
transformada Z de una secuencia X[n].
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6.2.1. Definicién

La funcion H(z) en la Ec. (6.2) se conoce como la transformada Z de h[n]. Para una sefial en tiempo
discreto general X[n], la transformada Z, X[z], se define como

X(z)= ix[n]z” (6.3)

La variable z es generalmente compleja y en forma polar se expresa como
z=rek (6.4)

donde r es la magnitud de z y Q es el angulo de z. La transformada Z definida en la Ec. (6.3) con
frecuencia se denomina la transformada Z bilateral para distinguirla de la transformada Z unilateral,
estudiada més adelante en la Sec. 6.7, y la cual se define como

X(z):ix[n]zn (6.5)

Claramente, ambas transformadas son equivalentes solo si X[n] = 0 para t <0 (causal). En lo que sigue,
omitiremos la palabra “bilateral” excepto cuando sea necesario para evitar ambigiiedades.

Igual que en el caso de la transformada de Laplace, algunas veces la Ec. (6.3) se considera como un
operador que transforma una secuencia X[n] en una funcién X(z), simbolicamente representada por

X (z)=Z{x[n]} (6.6)

Las funciones X[n] y X(z) forman un par de transformadas Z; esto se denotara por

X[n] < X(2) (6.7)
que significa que las funciones X[n] y X(z) forman un par de transformadas Z, es decir F(z) es la
transformada Z de x[n].

Existen varias relaciones importantes entra la transformada Z y la transformada de Fourier. Para
estudiar estas relaciones, consideremos la expresion dada por la Ec. (6.5) con la variable z en forma
polar. En términos de ry Q, la Ec. (6.3) se convierte en

0

X (re?)= Z:x[n](rej“)_n (6.8)

n=-—o0

o, en forma equivalente,

00

X (re)= Z{x[n]r‘”}e“ﬂ” (6.9)

N=—o0

A partir de esta tltima ecuacion vemos que X (rejQ ) es la transformada de Fourier de la secuencia X[n]

multiplicada por una exponencial real ™", es decir,

X(reiQ):&’{x[n]r’”} (6.10)
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La funcion de ponderacion exponencial r" puede estar decreciendo o creciendo con n creciente,
dependiendo de si r es mayor o menor que la unidad. En particular, se observa que para r = 1, la
transformada Z se reduce a la transformada de Fourier, vale decir,

X(2)|,_ 0 =8{x[n]} (6.11)
6.2.2. La Region de Convergencia de la Transformada Z

Como en el caso de la transformada de Laplace, la banda de valores de la variable compleja z para la
cual converge la transformada Z se denomina la region de convergencia (RDC). En el caso de tiempo
continuo, la transformada de Laplace se reduce a la transformada de Fourier cuando la parte real de la
variable de transformacion es cero; es decir, la transformada de Laplace se reduce a la de Fourier en el
eje imaginario. Como contraste, la reduccion de la transformada Z a la de Fourier se produce cuando la
magnitud de la variable de transformacion z es igual a la unidad. De manera que la reduccion se
produce en el contorno del plano z complejo correspondiente a un circulo de radio unitario, el cual
jugara un papel importante en la discusion de la region de convergencia de la transformada Z.

La suma en la Ec. (6.3) tiene potencias de z positivas y negativas. La suma de las potencias negativas
converge para | z | mayor que alguna constante r;, y la suma de las potencias positivas converge para

| z | menor que alguna otra constante r,. Esto muestra que la region de existencia de la transformada z

bilateral es un anillo cuyos radios r; y r, dependen de x[n].

Para ilustrar la transformada Z y la RDC asociada, consideremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1. Considere la secuencia
x[n]=a"u[n] a real (6.12)

Entonces, por la Ec. (6.3), la transformada Z de x[n] es

0

X(z)= ia”u[n]z” => (az” )

n=0
Para que X(z) converja se requiere que

n
<

2 |az”
n=0

En consecuencia, la RDC es la banda de valores para los cuales ‘azf1‘<1 o, en forma equivalente,

| z | > | a |, para cualquier valor finito de a. Entonces
- N 1
X(z):nz_(;(az‘) - |zl>[a] (6.13)

Alternativamente, multiplicando el numerador y el denominador de la Ec. (6.12) por z, podemos
escribir X(z) como
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x(z):sza 2| >|a (6.14)

Ambas formas de X(z) en las Ecs. (6.12) y (6.13) son de utilidad dependiente de la aplicacion. De la Ec.
(6.13) vemos que X(2) es una funcion racional de z. En consecuencia, igual que con las transformadas
de Laplace racionales, puede caracterizarse por sus ceros (las raices del polinomio del numerador) y sus
polos (las raices del polinomio del denominador). De la Ec. (6.13) vemos que hay un cero enz=0y un
polo en z=a. La RDC y el diagrama de polos y ceros para este ejemplo se muestran en la Fig. 6-1. En
las aplicaciones de la transformada Z, al plano complejo se le refiere comiinmente como el plano z.

A Im(2) Circulo ;r Im(2)

a J1 | Re(2) \\ -)j Rg(z)

0<a<l a>1
AlIm(2) A Im(2)
a
% )1 Re(2) (a é Re(2)
_1<a<0 a<-1

Figura 6-1. RDC de la forma | z|>|a|

Ejemplo 2. Considere la secuencia
x[n]=-a"u[-n—1] (6.15)

De la Ec. (6.3), tenemos

X(z):—ia”u[—n—l]z” :—lea”z”

P - E ()

n=l1 n=0
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Ahora bien,
VIR 1 _
;(a‘z) = ‘alz‘<1 o |z|<|a]
por lo que
1 -a’'z z
X(z)=1- = |z|<|a] (6.16)

l-a'z 1-a'z z-a

La transformada Z, X(z) viene dada entonces por

X(z)= |z|<|a| (6.17)

l-az™'

Como lo indica la Ec. (6.16), X(z) también puede escribirse como
z
X(z)=—-  |z|<]|a] (6.18)
z—-a

Asi pues, la RDC y la grafica de polos y ceros para este ejemplo se muestran en la Fig. 6-2.
Comparando las Ecs. (6.13) y (6.17) [o las Ecs. (6.14) y (6.18)], vemos que las expresiones algebraicas
de X(z) para dos secuencias diferentes son idénticas, excepto por las RDC. Asi que, igual que en la
transformada de Laplace, la especificacion de la transformada Z requiere tanto la expresion algebraica
como la regiéon de convergencia.

A Im(2) Im(z)
a Jl Re() < % _§ ‘)a Re(2)
a>1

0O<a<l
Alm(2) A Im(2)
1\ N
Q -le Re(2) a Re(2)
-1<a<0 a<-1

Figura 6-2. RDC de la forma |z| < |a].

Ejemplo 3. Una sucesion finita x[n] se define como Xx[n]#0, N, <n<N,, donde N; y N, son finitos, y
X[n] = 0 para cualquier otro valor de n. Para determinar la RDC procedemos en la forma siguiente:
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De la Ec. (6.3) se tiene

X(z)=22:x[n]z‘n (6.19)

n=N,

Para z diferente de cero o infinito, cada término en la Ec. (6.19) sera finito y por tanto X(z) convergera.
Si N; <0y N, > 0, entonces la Ec. (6.19) incluye términos con potencias de z tanto positivas como

negativas. Conforme | z | — 0, los términos con potencias de z negativas se convierten en no acotados,

y conforme | z | — o0, los términos con potencias de z positivas se vuelven no acotados. Por tanto, la

RDC es todo el plano z excepto paraz =0y z = . Si N; > 0, la Ec. (6.19) contiene s6lo potencias
negativas de z, y por ende la RDC incluye z = . Si N, < 0, la Ec. (6.19) contiene s6lo potencias
positivas de z y, por tanto, la RDC incluye el punto z = 0.

6.2.3. Propiedades de la Region de Convergencia

Como vimos en los Ejemplos 1 y 2, la RDC de X(z) depende de la naturaleza de x[n]. Las propiedades
de la RDC se resumen a continuacion. Se entiende que X(z) es una funcion racional de z.

1.
2.

La RDC no contiene ningtn polo.

Si x[Nn] es una secuencia finita, es decir, X[n] = 0 excepto en un intervalo finito N, <n<N,, donde
N; y N, son finitos, y X(z) converge para algun valor de z, entonces la RDC es todo el plano z
excepto posiblemente Z=0 0 z = oo.

Si X[Nn] es una secuencia lateral derecha, es decir, X[n] = 0 para n < N; < oo, y X(Z) converge para
algtin valor de z, entonces la RDC es de la forma

max max

[2[>1u 0 >|z[>r

donde Iy« es igual a la mayor magnitud de cualquiera de los polos de X(z). Asi pues, la RDC es el

exterior del circulo | z | =r . enel plano z con la posible excepcion de z = oo.

X

Si X[n] es una secuencia lateral izquierda, es decir, X[n] = 0 para n > N, > —o0, y X(Z) converge para
algtin valor de z, entonces la RDC es de la forma

|z|<r, o 0<|z]<ry,

donde ry;, es igual a la menor magnitud de cualquiera de los polos de X(z). Asi pues, la RDC es el
interior del circulo | z | =r_, enelplano z con la posible excepcion de z= 0

Si x[n] es una secuencia bilateral, es decir, X[n] es una secuencia de duracion infinita que no es ni
lateral izquierda ni lateral derecha, y X(z) converge para alglin valor de z, entonces la RDC es de la
forma

n<|z|<m,

donde r; y I, son las magnitudes de dos de los polos de X(z). Asi que la RDC es una region anular
en el plano z entre los circulos | z| <1, y |z| <, que no contienen polos.
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Observe que la Propiedad 1 se deduce inmediatamente de la definicion de polos; es decir, X(z) es

infinita en un polo.

Ejemplo 4. Considere la secuencia

a" 0<n<N-1,a>0
x[n]=
0 otros valores de n

Determinar X(z) y graficar sus polos y ceros.
De la Ec. (6.3), obtenemos

N— N -1

_(azfl)N 1 2N _a"

1
-1\" _ .
(az ) -~ 1-az!' M z-a

X(z):zla“zn =

n=0 n=0

(6.20)

De la Ec. (6.20) vemos que hay un polo de orden (N — 1) en Zz= 0y un polo en z = a. Como X[n] es una
secuencia de longitud finita y es cero para n < 0, la RDC es |Z | >0 (la RDC no incluye el origen

porque X[n] es diferente de cero para algunos valores positivos de n}. Las N raices del polinomio del

numerador estan en
z, =ae’C™N k=0,1,...,N-1
La raiz en k = 0 cancela el polo en z = a. Los ceros restantes de X(z) estan en
z, =ae' ™) k=1,...,N-1

El diagrama de polos y ceros con N = 8 se muestra en la Fig. 6-3.

Plano z
Polo de orden R TR
(N-1) /Q’ Q\ Polo-cero se
\,\ N\ / cancelan
\
¢ 2
\ // Re(2)
\ Y
\
o 2

Figura 6-3 Diagrama de polos y ceros con N = 8.

(6.21)

(6.22)

En general, si X[n] es la suma de varias secuencias, X(zZ) existe solamente si existe un conjunto de
valores de z para los cuales convergen las transformadas de cada una de las secuencias que forman la
suma. La regiéon de convergencia es entonces la interseccion de las regiones de convergencia
individuales. Si no hay una region de convergencia comun, entonces la transformada X(z) no existe.
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6.3 Transformadas Z de Secuencias Importantes
6.3.1. La Secuencia Impulso unitario d[n]

De la definicién dada en la Ec. (1.79) y la Ec. (6.3), tenemos
X(2)= Zﬁ[n]z’” =z°=1

y, por consiguiente,
d[n] <> 1 todoz
Es facil demostrar que

§[n-k] «
6.3.2. La Secuencia Escalon Unitario u[n]

Haciendo a =1 en las Ecs. (6.12)) a (6.14), obtenemos

u[n] <« L .z |z|>1
"] -z z-1

6.3.3. Funciones Sinusoidales

Sea X[n]=cos € n. Escribiendo X[n] como
x[n] =l(ejg°“ +e‘jQO”)
2

y usando el resultado dado en la Ec. (6.14), se obtiene que

X _1 yA 1 Z
(Z)_Ez_elgo-i_az_eflgo
z(z—cosQ,)

22 —27c0sQ, +1

En forma similar, la transformada Z de la secuencia X[n]=senQ n estad dada por

zsen Q)

X(z)=
) 7’ -2zcosQ, +1

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)
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6.3.4. Tabla de Transformadas Z

En la tabla al final del capitulo se tabulan las transformadas Z de algunas secuencias encontradas con
frecuencia.

6.4 Propiedades de la Transformada Z

A continuacidn se presentan algunas propiedades basicas de la transformada Z y la verificacion de
algunas de esas propiedades. Estas propiedades hacen de la transformada Z una valiosa herramienta en
el estudio de sefales y sistemas de tiempo discreto.

6.4.1 Linealidad

Si xi[n] y X2[Nn] son dos secuencias con transformadas X;(z) y Xu(z) y regiones de convergencia R; y
R», respectivamente, es decir,

X, [n] < X, (z) RDC =R
X, [n] < X,(z) RDC =R,
entonces
ax [n]+a,x[n] < aX (2)+aX,[n] R'oR NR, (6.29)

donde a; y a, son constantes arbitrarias, es decir, la transformada Z de una combinacion lineal de
secuencias es igual a la combinacion lineal de las transformadas Z de las secuencias individuales.

La demostracion de esta propiedad se obtiene directamente de la definicion de la transformada Z, Ec.
(6.3). Como se indica, la RDC de la combinacion es al menos la interseccion de R; y R,.

Ejemplo 5. Halle la transformada Z y dibuje el diagrama de polos y ceros (partes b y ¢) con la RDC
para cada una de las secuencias siguientes:

(a) x[n]=28[n]+38[n-2]-8[n-5].

1Y 1Y
(b) X[n]=(5j U[n]{g] ufn]
X[n]= lnun+lnu—n—1
() x[n]= 5 [n] 3 [ ]

k

(a) A partir del par §[n—-k] « z°

dada es

y de la Ec. (6.29), se sigue que la transformada Z de la sucesion

X(z)=2+327-27
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(b) De la tabla de transformadas al final del capitulo, se obtiene

1Y z |Z|>1

2 [n] z-1 2 (6.30)
! nun © : |z|>—1 6.31
3 [n] z—-1 3 (631)

Vemos que la RDC en las Ecs. (6.30) y (6.31) se solapan y, de esta manera, usando la propiedad
de linealidad, se obtiene

X(2)=—— 42 = _ 2]>= (6.32)

T )6
De la Ec. (6.32) vemos que X(z) tiene dos cerosenz=0y z=5/12 ydos polosenz="2y z=1/3,
y que la RDC es | z | > 1 como se dibuja en la Fig. 6-4.

Im(2)

(c) De la parte (b)

y de la tabla de transformadas,
1Y z
[Ej u[-n-11 « — |z|<= (6.33)

Vemos que las RDC de estas dos ultimas relaciones no se solapan y no hay una RDC comun; asi
pues, X[N] no tiene transformada Z.

Ejemplo 6. Sea
x[n]=a""  a>0 (6.34)
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Hallar X(z) y dibujar el diagrama de polos y ceros y la RDC paraa<1 ya> 1.

La sucesion x[n] se dibuja en la Fig. 6-5.

xinj=al"! x[n]=al"!
0<a<

a>1

Figura 6-5

Puesto que X[Nn] es una secuencia bilateral, podemos expresarla como

x[n]=a"u[n]+a "u[-n-1] (6.35)
De la tabla de transformadas
z
a'u[n] & — |z|>a (6.36)
Z—a
h Z 1
a"u[-n-1] « |z <= (6.37)
z-1/a a

Sia <1, vemos que la RDC en las Ecs. (6.36) y (6.37) se solapan y entonces

Z z a’ -1 z

X(2)= z-a z-l/a= a (z-a)(z-1/a)

a<|z|<l (6.38)
a

De la Ec. (6.38) vemos que X(z) tiene un cero en el origen y dos polosenz=ay z= 1/ay que la RDC
es a <| z | <1/a, como se ilustra en la Fig. 6-6. Si a > 1, vemos que las RDC en las Ecs. (6.36) y (6.37)

no se solapan y no hay una RDC comun y, por tanto, X[n] no tendra una X(z).

Figura 6-6
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6.4.2 Desplazamiento (Corrimiento) en el Tiempo o Traslacion Real

Si
x[n] < X(z) RDC =R
entonces

x[n-n,] < z27™X(2) R'=RN{0<|z|<o0} (6.39)

Demostracion:

Por la definicion en la Ec. (6.3),

0

Z{x[n-n,1}= Z x[n-n,1z""
N=—o0
Mediante el cambio de variables m = n — ng, obtenemos

o0

Z{x[n-n,1}= Z x[m]z (™M)

m=—o0o

0

=z" Z x[m]z " =z""X(2)

m=—ow

Debido a la multiplicacion por z™™ , para ny > 0, se introducen polos adicionales en z = 0 y se
eliminaran en z = co. En la misma forma, si Ny < 0, se introducen ceros adicionales en z = 0 y se
eliminardn en z = . Por consiguiente, los puntos Z = 0 y Z = o pueden afiadirse o eliminarse de la
RDC mediante corrimiento en el tiempo. De este modo tenemos entonces que

x[n-n,1 < z27™X(2) R'=RN{0<|z|<o}

donde R y R' son las RDC antes y después de la operacién de desplazamiento. En resumen, la RDC de
X[n—n,] es la misma que la RDC de x[n] excepto por la posible adiciéon o eliminacion del origen o

infinito.

Casos especiales de la propiedad definida en la Ec. (6.39) son los siguientes:

x(n-11 & z77'X(2) R'=RN{0<|z|<o0} (6.40)
x[n+1] <«  X(2) R'=RN{0<|z|<oo} (6.41)

Debido a estas ultimas relaciones, z ' a menudo se le denomina el operador de retardo unitario y z se
conoce como el operador de avance(o adelanto) unitario. Observe que en la transformada de Laplace
los operadores s = 1/s y s corresponden a integracién y diferenciaciéon en el dominio del tiempo,
respectivamente.
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6.4.3 Inversion en el Tiempo

Si la transformada Z de x[n] es X(2), es decir,
X[n] < X(z) RDC=R

entonces

(6.42)

X[—n Xl R’—l
[-n] © . =7

En consecuencia, un polo (o cero) en X(zZ) en Z = zx se mueve a 1/z; luego de inversion en el tiempo. La
relacion R' = 1/R indica la inversioén de R, reflejando el hecho de que una secuencia lateral derecha se
convierte en lateral izquierda si se invierte el tiempo, y viceversa. La demostracion de esta propiedad se
deja como ejercicio.

6.4.4 Multiplicacion por z; o Corrimiento en Frecuencia

Si
x[n] & X(z) RDC=R

entonces
z
Z0x[n] <« x(—] R'=|z,|R (6.43)
ZO

Demostracion
Por la definicion dada en la Ec. (6.3), tenemos que
n N n -n N z ; _ z
z{zx[n]}= Z;O( zyx[n])z n;x[n](ZJ = X [ZJ

Un polo (o cero) en z =z, en X(z) se mueve a Z = Zyz luego de la multiplicacion por z; y la RDC se

expande o contrae por el factor | Z,

, y la propiedad especificada por la Ec. (6.42) queda demostrada.
Un caso especial de esta propiedad es la relacion
e 'x[n] © X(e'z) R'=R (6.44)

En este caso especial, todos los polos y ceros son simplemente rotados en un angulo Q y la RDC no
cambia.

Ejemplo 7. Determine la transformada Z y la RDC asociada para cada de las secuencias siguientes:

(2) x[n]=38[n—no]
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(b) x[n]=u[n-n,]

n+1

(¢) x[n]=a"u[n+1]

(d) x[n]=u[-n]

Solucion
(a) DelaEc. (6.24)
d[n] & 1 todaz
Aplicando la propiedad de corrimiento en el tiempo (6.38), se obtiene

0<|z

. , N, >0

oln—
[n=n] ez |z| <o, n, <0

(b) DelaEc. (6.26),
z
u[n] & — |z|>1
z—-1

Aplicando de nuevo la propiedad de desplazamiento en el tiempo, obtenemos

7 7~ (D)
ufn-n o 7 —= l<|z|<oo
(=", z-1  z-1 2]
(c) Delas Ecs. (6.12) y (6.14) se tiene que
z
a'u[n] & — |z|>]|a|
Z-a
y por la Ec. (6.41)
n+l1 z Zz
a"u[n] & z—= la|<|z|<o
z-a z-a
(d) DelaEc. (6.26)
z
u[n] & — |z|>1
z-1

y por la propiedad de inversion en el tiempo (6.42), obtenemos

2 _ 1 g«

ut=n -1 1-z

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

6.4.5 Multiplicacion por n (o Diferenciacion en el Dominio de z)

Si X[n] tiene transformada z con RDC = R, es decir,
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x[n] < X(z) RDC=R
entonces

dX (2)
dz

nx(n] < -z R'=R

Demostracion
Partiendo de la definicion (6.3)

X(z)= ix[n]z‘”

y diferenciando ambos lados con respecto a z, se obtiene

dX(z)_ - _ o
& _Z nx[njz

por lo que
3 dx(z) - o
2= == > {nx(n]}z" = Z {nx[n]}

N=-o0

de donde sigue la Ec. (6.49).

(6.49)

Por diferenciacion sucesiva con respecto a z, la propiedad especificada por la Ec. (6.49) puede ser

generalizada a

d k
Zin*x[n]l=(-2)" — X (z 6.50
{[]}()dzkm (6.50)
Ejemplo 8. Determine la transformada Z de la secuencia x[n]=na"u[n].
De las Ecs. (6.12) y (6.14) sabemos que
z
a"u[n] & — |z|>]a] (6.51)
zZ—-a

Usando la propiedad de la multiplicacion por n dada por la Ec. (6.49), se obtiene

na"u[n] < Ll L |z|>]a] (6.52)
dz\z-a) (z-a) '

6.4.6 Acumulacion

Si la secuencia x[n] tiene transformada Z igual a X(z) con region de convergencia R, es decir,

X[n] < X(z) RDC=R
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entonces

. 1 z
Y x(k) o —X(2)=——X(2) R'>Rn{z|>1 (6.53)
P 1-z z-1

Observe que la expresion z::_w X[k] es la contraparte en tiempo discreto de la operacion de

integracion en el dominio del tiempo y se denomina acumulacion. El operador comparable de la
transformada de Laplace para la integracion es 1/s. La demostracion de esta propiedad se deja como
gjercicio.

6.4.7 Convolucién

Si x;[n] y X2[Nn] son tales que
x[n] <« X/ (z) RDC=R
X[n] <« X,(z) RDC=R,
entonces la transformada de la convolucion de estas secuencias es dada por
x[n]xx,[n] < X (2)X,(z2) R'>Rn{|z|>1} (6.54)

Esta relacion juega un papel importante en el andlisis y disefio de sistemas LIT de tiempo discreto, en
analogia con el caso de tiempo continuo.

Demostracion

De la Ec. (2.9) sabemos que
y[nl=x[n]*x[n]= > % [kIx,[n-k]

entonces, por la definicion (6.3)
Y(2)= i(ixl[k]xz[n—kl]z” - ixl[k][ixz[n—k]z“J

Observando que el término entre paréntesis en la Gltima expresion es la transformada Z de la sefial
desplazada, entonces por la propiedad de corrimiento en el tiempo (6.39) tenemos

Y(2)= Zw]x] k] [z%(z)}:(ix, [k]szxz(n: X, (2)X,(2)

con una region de convergencia que contiene la interseccion de la RDC de X(2) y X5(z). Si un cero de
una de las transformadas cancela un polo de la otra, la RDC de Y(z) puede ser mayor. Asi que
concluimos que

x[nlxx,[n] < X (2)X,(z2) R'>Rn{|z|>1}
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6.5 La Transformada Z Inversa

La inversion de la transformada Z para hallar la secuencia X[Nn] a partir de su transformada Z X(z) se
denomina la transformada Z inversa y simbolicamente se denota como

x[n]=Zz"{X(2)} (6.55)

6.5.1. Formula de Inversion

Igual que en el caso de la transformada de Laplace, se tiene una expresion formal para la transformada
Z inversa en términos de una integracion el plano z; es decir,

x[n]:zinij(z)z““dz (6.56)

donde C es un contorno de integracion con sentido antihorario que encierra el origen. La evaluacion
formal de la Ec. (6.55) requiere de la teoria de una variable compleja.

6.5.2. Uso de Tablas de Pares de Trasformadas Z

En el segundo método para la inversion de X(z), intentamos expresar X(Z) como una suma
X(2)=X,(2)+ X, (2)+ -+ X, (2) (6.57)

donde X;(2), X2(2), ... , Xy(2) son funciones con transformadas inversas conocidas X;[n], Xz[n], ... ,
Xn[Z], es decir, estan tabuladas (tabla al final del capitulo). Entonces, de la propiedad de linealidad de la
transformada Z se deduce que la transformada Z inversa viene dada por

X[(N]=X[n]+X[n]+ - +X [Z] (6.58)
6.5.3. Expansion en Series de Potencias

La expresion que define la transformada Z [Ec. (6.3)] es una serie de potencias donde los valores de la
secuencia X[Nn] son los coeficientes de z". Asi pues, si se da X(z) como una serie de potencias en la
forma

0

X(z)=> x[n]z"

n=-o0

=+ X[2]2° +X[-1]2+ X[0]+ x[1]Z2" + X[2]Z 7 + -+-

(6.59)

podemos determinar cualquier valor particular de la secuencia determinando el coeficiente de la
. . -1 . .y
potencia apropiada de z . Puede pasar que este enfoque puede no proporcione una solucion en forma
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cerrada pero es muy util para una secuencia de longitud finita donde X(z) puede no tener una forma mas
sencilla que un polinomio en z'. Para transformadas Z racionales, se puede obtener una expansion en
serie de potencias mediante division de polinomios, como se ilustrard con algunos ejemplos.

Ejemplo 9. Hallar la transformada Z inversa de
X(z)=22(1—%2*)(1—24)(1+224), 0<|z|<o
Multiplicando los factores en esta ecuacion, podemos expresar X(zZ) como
X(2)=2"+1z-2+7"
Entonces, por la definicion (6.3),
X (2)=x[-2]2> +x[-1]z+x[0]+x[1]z""
y obtenemos

X[n]z{...,l, -2, 0,...}
0

Ejemplo 10. Usando la técnica de la expansion en serie de potencias, determine la transformada Z
inversa de las transformadas siguientes:

1
(a) X(Z):m, |Z|<a

1
(b) X(z):log(m} |z|>a

|z <l

(©) X(Z)=2 5

22 -3z+1

(a) Como la RDC es | Z | < a, es decir, el interior de un circulo de radio a, X[n] es una secuencia lateral

derecha. Por tanto, debemos dividir de manera que obtengamos una serie en potencias de Z en la
forma siguiente. Multiplicando el numerador y el denominado de X(z) por z, tenemos

z
X(2)=—
Z—a
y procediendo a la division, obtenemos
Z

1
X(Z): T = :—a_]Z—a_zzz—a 77— —Q 7" —---
l1-az Z—a

y por la definicién (6.3), obtenemos
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X[n]=0 n>0
x[-1]=-a"', x[-2]=-a", x[-3]=-a, x[-k]=-a%,
de modo que
Xx[n]=-a"u[-n—1]

(b) La expansion en serie de potencias para log(1—r) es dada por
= 1
log(l-r)y=—>» —r" ri<l
g(1-1) Z o r]

Ahora

1
X(z)=log(l_az_1]=—log(1—a2‘l) |2[>]a

Puesto que la RDC es | z | >a, es decir, az‘l‘ <1, entonces X(z) tiene la expansion en serie de

potencias

= 1 VIR o S
X(2)= nz_lﬁ(az ) = E —a'z
de la cual podemos identificar X[n] como

X[n]:{(l/n)a” n>1
0 n<

x[n]:la”u[n—l]
n

(c) Puesto que la RDC es | z | <+, X[n] es una secuencia lateral izquierda. Asi pues, debemos dividir

para obtener una serie de potencias en Z. Procedemos entonces a la division para obtener

ﬁ: Z+322 +723 +1524 + -
—3Z+212

Entonces
X(z2)=-+152"+72° +37° +1

y, por la definicién (6.3), se obtiene

x[n]:{ ,15,7,3,1,9}
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6.5.4. Expansion en Fracciones Parciales

Igual que en el caso de transformada de Laplace inversa, el método de expansién en fracciones
parciales generalmente proporciona el método mas tutil para hallar la transformada Z inversa,
especialmente cuando X(z) es una funcion racional de z. Sea
N (z 2-2,)(2-12,)-(z—-12
X (2)= (1) _ (2-2)2-2))-(2-2,) (6.60)
D(z)  (z-pXz=p,)(2-p,)

Suponiendo que n > m, es decir, el grado de N(z) no puede exceder el grado de D(z), y que todos los
polos son sencillos, entonces la fraccion X(z)/z es una funcién propia y puede ser expandida en
fracciones parciales

X(z C C C C C n C
@) _% e T e D (6.61)
z z 1-p I-p, =P, Z daZ-py
donde
X(2)
Q=X &=(2-p)" (6.62)
Z=pPg
Por lo tanto, obtenemos
X(z)=c, +C ‘ +C ‘ +--+C, C+ZC (6.63)
- 1Z_p1 22_p2 Z_pn_ k]kz_ .

Determinando la RDC para cada término en la Ec. (6.63) a partir de la RDC total de X(z) y usando una
tabla de transformadas, podemos entonces invertir cada término, produciendo asi la transformada Z
inversa completa.

Sim > n en la Ec. (6.60), entonces se debe afiadir un polinomio en z al lado derecho de la Ec. (6.63),
cuyo orden es (m — n). Entonces, para m>n, la expansi(')n en fracciones parciales tendrian la forma

(6.64)

Si X(2) tiene polos de orden multiple, digamos que p; es el orden del polo multiple con multiplicidad
r, entonces la expansion de X(z)/z consistira de términos de la forma

M + & +---+7¥—r (6.65)
2 r '
=P (Z_pi) (Z_pi)
donde
d F X(2)
A .=———|(z=p .
= g {(Z P) . } (6.66)

" La expansion es de X(z)/z debido a que las fracciones individuales tienen como denominador el factor de la forma
(1 —-az”! ) yno (z—a) como aparece en la expansion.
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Ejemplo 11
(a) Usando expansion en fracciones parciales, resuelva de nuevo el problema en el Ejemplo 10(c)
X (2) E: :
= < —
277 -3z+1 2
Usando expansion en fracciones parciales, obtenemos
X(z) 1 B 1 G N C,
z 27 -3z+1 2(z-D(z-%) z-1 72—
donde
c ! 1 c ! 1
1 = = 5 = = —
2(2_%) 21 2(2_1) 2=1/2
Por tanto,
X (2) z z | , | 1
=" <_
z-1 z-4 2
(b) Si
F(2)= 30z° 12z
62 -52+1
entonces
F(z) 30z-12 3 2
= = +
z  6z°-5z+1 z-12 z-1/3
Por tanto,
3z 22
F(z)= +
z-12 z-1/3
y

1‘n—3ln+2ln
[n]= 2 3

Ejemplo 12. Hallar la transformada Z inversa de

X (2)

z
= - |z|>2
(z-1)(z-2)

Usando expansion en fracciones parciales, tenemos que
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X(2) 1 C, A A,
= - = + + > (6.67)
yA (z-1)(z-2) z-1 z-2 (z-2)
donde
C = : =1 A, = ! =1
' (z-2) z=1_ Pz,

Sustituyendo estos valores en la Ec. (6.67), se obtiene
1 1 A 1
= + +
(z-1)(z-2) z-1 z-2 (z-2)

Haciendo z = 0 en la expresion anterior (la expresion es valida para cualquier valor de z), se tiene que

1 A1
__:_1__+_
4 2 4
de donde A; =—1 y entonces
z z z
X(2)=————+ |2>2|
z-1 z-2 (z-2)

Como la RDC es |Z|>2, X[n] es una secuencia lateral derecha y de la tabla de transformadas

obtenemos

x[n]=(1-2"+n2"")u[n]

Ejemplo 13. Calcule la transformada Z inversa de
=577 +7-2
C (z-1)(z-2)

Si expandimos el denominador obtenemos

X (2)

|z]<1

~ 72’ -52° +2-2 2’-572"+7-2
(z-1)(z-2) 7’ -32+2

X(2)

que es una funcion racional impropia; realizamos la division y tenemos

-772+2 —772+2
X(z):z—2+2—: -2+—
- -3z+2 (z-1)(z-2)
Ahora, sea
—72+2
X()=————
(z-1)(z-2)

Entonces
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ng)z —T77+2 :J"F 5 6
z z2(z-1)(z-2) z z-1 z-2
y
Xl(z)=1+—§E———§E—
z-1 z-2
Por consiguiente
X(z):z—1+5—z—£ | z<1|
z-1 z-2

Puesto que la RDC de X(z) es |z|<1, X[n] es una secuencia lateral izquierda y de la tabla de

transformadas, obtenemos
x[n]=8[n+1]-8[n]+5u[-n-1]-6x2"u[-n—-1]
=5[n+1]-8[n]+(5-6x2"" Ju[-n-1]

Ejemplo 14. Hallar la transformada Z inversa de
X(z)= . |z]|>3
z-3
X(z) puede escribirse como
X(z):—:L—=4z*(—E—J |z]|>3
z-3 z-3

Como la RDC es |Z|>3, X[n] es una secuencia lateral derecha y de la tabla de transformadas

obtenemos

z
3"uln] & —
[n] —

Usando la propiedad de corrimiento en el tiempo, se tiene

n-1 -1 z 1
3 u[n-1] © 7z |—|=——
z-3) z-3
y concluimos que
x[n]=4(3)""u[n—-1]
Ejemplo 15. Hallar la transformada Z inversa de
22
X (z)= |z|>]|a|

(l—az’1 )2 ) (z-a)’
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De la Ec. (6.68) se sabe que

na"'u[n] <« |z|>]a] (6.69)

(z-a)’

Ahora, X(z) puede escribirse como

X (2)=2| —" 2| >|a
- L@-ay

y aplicando la propiedad de corrimiento en el tiempo a la Ec. (6.69), obtenemos

x[n]=(n+1)a"u[n+1]=(n+1)u[n]

yaque X[-1]=0enn=-1.

6.6 La Funcion del Sistema: Sistemas LIT en Tiempo Discreto
6.6.1. La Funcion del Sistema

En la Sec. 2.3 se demostrdé que la salida y[n] de un sistema LIT de tiempo discreto es igual a la
convolucion de la entrada X[n] con la respuesta al impulso h[n]; es decir,

y[n]=x[n]*h[n] (6.70)
Aplicando la propiedad de convolucion de la transformada Z, Ec. (6.54), obtenemos
Y(z)=X(2)H(2) (6.71)
donde Y(z), X(z) y H(z) son las transformadas Z de y[n], x[n] y h[n], respectivamente. La Ec. (6.71)
puede expresarse como
Y(2)

H(z)= X (2)

(6.72)

La transformada Z H(z) de h[n] se conoce como la funcion del sistema (o la funcion de transferencia
del sistema). Por la Ec. (6.72), la funcion del sistema H(z) también puede ser definida como la relacion
entre las transformadas Z de la salida y[n] y de la entrada x[n]. La funcién del sistema caracteriza
completamente al sistema. La Fig. 6-9 ilustra la relacion de las Ecs. (6.70) y (6.71).

—> hn —>

X[n] yln]=X[n]* h[n]
X(2) Y(2)=X(DH (@)

—> HIZ] —

Figura 6-9 Respuesta al impulso y funcion del sistema.
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Ejemplo 16. La entrada X[n] y la respuesta al impulso h[n] de un sistema LIT de tiempo discreto
vienen dados por

x[n]=u[n] h[n]=a"u[n] O<ax<l
Determine la salida y[n] usando la transformada Z.

De la tabla de transformadas obtenemos

z

x[n]=u[n] < X(z)z—1 | z|>[1]
Z_
z
h[n]=a"u[n] < H(z)=—— |z|>|a]
Z-o
Entonces, por la Ec. (6.71),
Z2
Y(2)=X(2)H(z)=——— z|>|1
@=X@OH@ = |2[>[1]
Usando ahora expansion en fracciones parciales, se obtiene
Y(z) z C, C,

= = +
z (z-D)(z-a) z-1 z-a

donde

1
Cl= =
z-o|_ l-a z-1

de manera que

Y(2)= |z|>1

l-0.z2-1 l-0z-a

cuya transformada Z inversa es

1-a

1 a 1-a""
y[n]:—u[n]—l—a U[”]Z( ]u[n]
—a 1-a

Ejemplo 17. La respuesta al escalon s[n] de un sistema LIT de tiempo discreto viene dada por
x[n]=a"u[n], O<a<l
Determine la respuesta al impulso h[n] del sistema.

Sean X[n] y y[n] la entrada y salida del sistema. Entonces

x[n]=u[n] < X(z)zzéI |z|>1

y[n]=a"u[n] < Y(z)zﬁ |z|>a
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Entonces, por la Ec. (6.71),

H(z):ﬂzz—_1 |z|>a
X(2) z-a

Usando expansion en fracciones parciales, se obtiene
H(z) z-1 11 1-a 1

z Z(z-a) oz o Z-a

1 1-a z
S

|z|>a
Tomando la transformada Z inversa, obtenemos
1 I-a
h[n]=—8[n]———a"u[n]
o o

Cuandon =0,

1
h[0]=—-—~

y por tanto
A[n]= { 1 n=0
~(1-o)a™ n>1
por lo que h[n] puede escribirse como

h[n]=8[n]-(1-a)a" u[n-1]

Ejemplo 18. Se tiene que la salida y[n] de un sistema LIT de tiempo discreto es 2( %)n u[n] cuando la
entrada X[Nn] es el escalon unitario u[n].

(a) Calcule la respuesta al impulso h[n] del sistema.
(b) Determine la salida y[n] cuando la entrada x[n] es ( %)n u[n].
Solucion:

(a)

x[n]=u[n] < X(z):zi_1 |z|>1

2(z-1) |z|>l
3

2

y[n]=2@ uinl & Y(2)-

Usando expansion en fracciones parciales, se obtiene
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H(z) 2(z-1) 6 4

z  z(z-1) 7 724

y
H(2)=6-4— |z|>1
B z-1 3
Tomando la transformada Z inversa, obtenemos
1 n
h[n]=68[n]—4(§j u[nj
(b)
" 1
x[n]=[—j ufn] © X(z2)=— |z]|>=
2
Entonces
22(z-1) 11
Y(2)=X(2)H(2)=——— |z|—
(z2-3)(z-3) 2

Usando expansion en fracciones parciales una vez mas, tenemos que

Y(z)  2(z-1) 6 8

z (z—g)(z—g)_z—{rz—g

Asi que
Z Z 1
+8

1 _ 1
2 3

Y(2)=-6

y la transformada Z inversa de Y(z) es

Y[n]—[—{%jn +8(§jn}u[n]

6.6.2. Caracterizacién de Sistemas LIT en Tiempo Discreto

Muchas de las propiedades de los sistemas LIT de tiempo discreto puede asociarse intimamente con las
caracteristicas de la funcion de transferencia H(z) en el plano z y en particular con las ubicaciones de
los polos y la region de convergencia (RDC).

1. Causalidad

Para un sistema LIT de tiempo discreto, tenemos que
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h[n]=0 n<o

Como h[n] es una sefial unilateral derecha, el requisito correspondiente sobre H(z) es que su RDC debe
ser de la forma

| Z]> 1

Es decir, la RDC es el exterior de un circulo que contiene todos los polos de H(z) en el plano z. En
forma similar, si el sistema es anticausal, es decir,

h[n]=0 n>0
entonces h[Nn] es una senal lateral izquierda y la RDC de H(z) debe ser de la forma
|z|<r,,

Es decir, la RDC es el interior de un circulo que no contiene polos de H(z) en el plano z.

2. Estabilidad

En la Sec. 2.5 se establecid que un sistema LIT de tiempo discreto es estable (estabilidad de entrada
acotada-salida acotada, que se abreviarda EASA) siy sélo si [Ec. (2.53)]

i|h[n]|<oo

El requisito correspondiente sobre H(z) es que su RDC contenga el circulo unitario, es decir,

z|=1.

Ejemplo 19. Si un sistema LIT de tiempo discreto es estable (entrada acotada-salida acotada, EASA),
demuestre que su funcién del sistema H(z) debe contener el circulo unitario, es decir, |z | =1.

Un sistema LIT de tiempo discreto tiene estabilidad EASA si y s6lo si su respuesta al impulso h[n] es
absolutamente sumable, es decir,

i|h[n]|<oo

Ahora,
H(z)=Zh[n]z‘”

Sea z =€ de manera que | z | =‘ ejg‘ =1. Entonces

Z:h[n]e“'Qn

N=—o0

< Z‘h[n]e“'g”
nN=—o0

[H(e")|=

=i|h[n]|<oo



361

En consecuencia, vemos que si el sistema es estable, entonces H(z) converge para z =e'?. Es decir,
para LIT de tiempo discreto estable, la RDC de H(z) debe contener el circulo unitario | z | =1.

3. Sistemas Causales y Estables

Si el sistema es causal y estable, entonces todos los polos de H(z) deben estar ubicado en el interior del
circulo unitario del plano z ya que la RDC es de la forma | z | >r .,y como el circulo unitario es

incluido en la RDC, debemos tener r_, <1.

6.6.3. Funcion del Sistema para Sistemas LIT Descritos por Ecuaciones de Diferencias Lineales
con Coeficientes Constantes.

En la Sec. 2.9 se considerd un sistema LIT de tiempo discreto para el cual la entrada x[n] y la salida
y[n] satisfacen la ecuacion de diferencias lineal con coeficientes constantes de la forma

iaky[n—k]:ibkx[n—k] (6.73)

Aplicando la transformada Z y usando las propiedades de corrimiento en el tiempo, Ec. (6.39), y de
linealidad, Ec. (6.29), de la transformada Z, obtenemos

N M
D azrY(2)=) bz X(2)
k=0 k=0

Y(z)iakz" :X(z)ibkzk (6.74)

Asi pues,

Y(2) _Zbkzk

x =2 (6.75)
(2) Zakz’k

Por tanto, H(z) siempre es racional. Observe que la RDC de H(z) no es especificada por la Ec. (6.75)
sino que debe inferirse con requerimientos adicionales sobre el sistema; requerimientos como la
causalidad o la estabilidad.

H(z)=

Ejemplo 20. Un sistema LIT de tiempo discreto causal es descrito por la ecuacion en diferencias

3 1
y[n]—zy[n—1]+§y[n—2]=x[n] (6.76)
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donde x[n] y y[n] son la entrada y salida del sistema, respectivamente.
(a) Determine la funcion del sistema H(z).
(b) Halle la respuesta al impulso h[n] del sistema.

(c) Halle la respuesta al escalon s[n] del sistema.

(a) Tomando la transformada Z de la Ec. (6.75), se obtiene

Y(z)—%z*Y(z}+%z*Y(z)=X(z)

(6]
1 32’1+12’2 Y(2)=X(2)
4 8 -
Asi que
Y(2) 1 7’
H(z)= T 3404172 2 _35.1
X(z) 1-377 +42 7 =37+
~ 7’ |Z|>1
Eoen 72

(b) Usando expansién en fracciones parciales, se obtiene
H(z) z 2 1

y
z z 1
H(z)=2—-—— |z|>=
-5 I— 2
cuya transformada Z inversa es
h[n]=]| 2 Ly ufnj
72 4
(c)
z
x[n]=u[n] < X(z)——q- |z|>1
Z —
Entonces
Z3

Y(z)=X(z)H(z)= |z|>1

(z-1)(z-3)(z—3)

Usando de nuevo expansion en fracciones parciales, se obtiene
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Y(2) _ z’ 83 2 13
o @-D(-d)(z-) 1oz 2y

A Z 1 z
-2 +— |z|>1

8
Y(2)=—
(2) 3z-1 z2-5 31—

y la transformada Z inversa de Y(z) es
[n]=s[n]= i 2 : n4—1 Ly ufn]
YII=S=3742) "3l

Ejemplo 21. Considere un sistema LIT en el cual la entrada X[n] y la salida y[n] satisfacen la ecuacion
en diferencias lineal con coeficientes constantes

1 1
yinl=7yin=1]=x{n]+=x[n-1]

Aplicando la transformada Z en ambos lados de esta ecuacion y usando las propiedades de linealidad
y corrimiento en el tiempo, obtenemos

Y(z)—%zlY(z): X(z)+%21X[n]

0
1 -1
1+—z2
Y(2)= ? X (2)
—
4
0
1+lz’1
Y(z By
H(2)= (z) '3
X(2) 1_1 5

Ejemplo 22. Consideremos ahora un ejemplo de la aplicacion de la transformada Z a la solucion de una
ecuacion sencilla en comparacion con el uso de formulas recursivas. Deseamos resolver la ecuacion

y[n]-3yy[n-1]=6
con la condicion inicial y[—1] = 4.
Podemos hallar y[n] en forma recursiva: haciendon =0, 1, 2, ..., obtenemos
y[0]=18, y[1]=60, y[2]=186, etc.
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Para determinar y[Nn] para cualquier n, usamos la transformada Z. Esto produce
4 6z
Y(2)-3{z'Y () +y[-1]}=—
z-1
Por tanto,
182 -12z 21z 3

T (2-3)(z-1) z-3 -1

Y (2)

y el resultado es

y[n]=21(3)" -3
6.6.4. Interconexion de Sistemas

Para dos sistemas LIT (con respuestas al impulso h;[n] y hy[n], respectivamente) en cascada, la
respuesta al impulso total h[n] viene dada por

h[n]=h[n]*h,[n] (6.77)
Asi que las funciones de los sistemas estan relacionadas por el producto
H(z)=H,(2)H,(2) RoR NR, (6.78)

En forma similar, la respuesta al impulso de una combinacion en paralelo de dos sistemas LIT esta
dada por

h{n]=h[n]+h[n] (6.79)

H(z)=H, (2)+H,(2) RSR MR, (6.80)

Ejemplo 23. Considere el sistema de tiempo discreto de la Fig. 6-10. Escriba una ecuacion de
diferencias que relacione la salida y[n] con la entrada x[n].

Suponga que la entrada al elemento de retardo unitario es ([n]. Entonces, de la Fig. 6-10 vemos que
q[n]=2q[n-1]+x[n]
y[n]=q[n]+3q[n-1]
Tomando la transformada Z de estas ecuaciones, se obtiene
Q(2)=22"'Q(2)+ X(2)
Y(2)=Q(2)+327'Q(z2)

Reacomodando, obtenemos
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xin] - q[n] A~ y[n]
N ” . _‘_’ N ”
A4
) Retcarc!o 3
unitario
A A
\ 4
qn-1]
Figura 6-10

(1-227)Q(2)= X (2)

(1+327)Q(2)=Y(2)
de donde

_Y(2) 1437
CX(z) 1-22"

H(z)

Por lo tanto,

(1-227)Y(2)=(1+32") X (2)

Y(2)-22'Y(2)=X(2)+32"'X(2)

Tomando ahora la transformada inversa y usando la propiedad de corrimiento en el tiempo, se obtiene
la ecuacion en diferencias para y[n]

y[n]=-2y[n=1]=X[n]+3X[n-1]

Ejemplo 24. Considere el sistema de tiempo discreto mostrado en la Fig. 6-11. ;Para qué valores de k
es el sistema estable EASA?

LI,
+ )\+
k/2
A 1
a[n — 1] YA <€ q[n]

\ 2

k/3
+ oyt oyn]
\f\ A -
U 7 Figura 6-11
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En la figura se observa que
k
OI[n]=X[n]+EQ[n—1]

k
y[n]=q[n]+§q[n—1]

Tomando la transformada Z de las ecuaciones anteriores, se obtiene

K
Q(Z)=X(Z)+EZ‘1Q(Z)

k
Y(Z)=Q(Z)+§Z“Q(Z)

Reacomodando, tenemos que
K -1
1—52 Q(z)=X(2)
k -1
l—gz Q(z)=Y(2)
y de ésta obtenemos

k
Y(z) 1737 24k

X(z)_1+52,l Cz2+k/2

H(z)=

la cual muestra que el sistema tiene un cero en z = —k/3 y un polo en z = —k/2 y que la RDC es
| z | >| k/2 | Entonces, como se mostr6 anteriormente, el sistema es estable EASA sdlo si | K | <2.

6.7 La Transformada Z Unilateral
6.7.1. Definicion

La transformada Z unilateral X,(z) de una secuencia X[n] se define como
X, [n1=> x[nlz" (6.81)
k=0

y difiere de la transformada bilateral en que la sumatoria se calcula para solamente n > 0. Asi, la
transformada Z unilateral de x[n] puede considerarse como la transformada bilateral de x[nJu[n]. Como

x[n]u[n] es una secuencia lateral derecha, la RDC de Xy(z) estd siempre fuera de un circulo en el

plano z.
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6.7.2. Propiedades Bésicas

La mayoria de las propiedades de la transformada Z unilateral son las mismas que la de la transformada
Z bilateral. La transformada unilateral es 1til en el calculo de la respuesta de un sistema causal a una
entrada causal cuando el sistema es descrito por una ecuacion en diferencias lineal de coeficientes
constantes con condiciones iniciales diferentes de cero. La propiedad basica de la transformada Z
unilateral que es de utilidad en esta aplicacion es la propiedad de corrimiento en el tiempo siguiente, la
cual es diferente de la misma propiedad para la transformada bilateral.

Propiedad de Corrimiento en el Tiempo
Si X[n] «» Xu(z), entonces param >0,

x[n-m] <« "X, (2)+z "X[-1]+Z "X[-2]+ -+ + X[-m] (6.82)

x[n+m] <« z"X, (2)-z"x[0]-z""X[1]- -+ —zx[m—1] (6.83)

6.7.3. La Funcion del Sistema

De manera similar al caso del sistema LIT de tiempo continuo, con la transformada Z unilateral, la
funcion del sistema H(z) = Y(z)/X(z) se define bajo la condicion de que el sistema esta en reposo, es
decir, todas las condiciones iniciales son iguales a cero.

6.7.4. Valores Inicial y Final

Teorema del Valor Inicial
Sea x[n] una secuencia causal con transformada Z dada por X(z). Entonces

X[0]=1im X (2) (6.84)
que es el teorema del valor inicial para la transformada Z.
Como x[n] = 0 para n <0, tenemos que

X(z):ix[n]z‘” =Xx[0]+x[1]z" +x[2]z7 +---

Conforma z — o0, " — 0 para n > 0, y da como resultado la Ec. (6.83).

Teorema del Valor Final

Sea X[n] una secuencia causal con transformada Z igual a X(z). Entonces, si X(z) es una funcion
racional con todos sus polos estrictamente en el interior del circulo unitario excepto posiblemente por
un polo de primer orden en z = 1, se tiene que
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lim X[N]:linll(l—z‘l)X(z) (6.85)

que es el teorema del valor final para la transformada Z.

De la propiedad de corrimiento en el tiempo, Ec. (6.86), tenemos
Z{x[n]-x[n-1]}=(1-2")X(2) (6.87)

El lado izquierdo de esta tltima ecuacion puede escribirse como

) N

D {x(nl-x[n-1]}z" = &in;Z{ x[n]-x[n-1]}z""

n=0 n=0

Si ahora hacemos que z — 1, entonces esta podemos escribir esta ecuacion como

-1

lim(l—z’l)X(z):&lingZ{x[n]—x[n—l]}:&lﬁgx[N]:x[oo]

Ejemplo 25. Considere un sistema de tiempo discreto cuya entrada X[n] y salida y[n] estan relacionadas
por

y[n]-ay[n—-1]=X[n], a constante
Determine y[n] con la condicién auxiliar y[-1] =y 1y x[n]=Kb"u[n].
Sea
y[n] < Y, (2)
Entonces, de la Ec. (6.82),
yin-11 < Y, (2)+y[-11=2"Y, (2)+Y,,

De la tabla de transformadas tenemos la relacion
Z
x[n] & X,(2)=K—— |z|>b]
z-b
Tomando la transformada Z unilateral de la Ec. (6.87), se obtiene

Yu (Z)_a[Yu (Z)+y—1]: Km

‘ Y, (z)=ay, +K ‘
z )V’ & z-b
Entonces

2

z z
Yo(z)=ay, —+K (z-a)(z-b)
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y usando expansion en fracciones parciales, obtenemos

yA K Z Z
YU (Z):ay—lz a

+ b -
—-a b-al (z-b) z-a

Tomando ahora la transformada Z inversa, se obtiene el resultado
n b, a
y[n]=ay ,a"u[n]+ K——b"u[n]-K——a"u[n]
b-a b-a

bn+1 _ an+1

:[ yflan“ + Kﬁ]“[n]

Ejemplo 26. Para la ecuacion en diferencias
3y[n]-4y[n-1]+y[n-2]=x[n], conx[n]=(3)", y[-11=1, y[-2]=2
Tomando la transformada Z unilateral de la ecuacion dada, obtenemos
3Y, ()= 4{zY, +y[-1]f+{ 22y + 27 y[-11+ y[-2] | = X, (2)

Sustituyendo las condiciones auxiliares y[—1] = 1, y[-2] = 2, y Xi(2) en la expresion anterior, se obtiene

z
(3-4z'+22 )Y, ()=2-7"+—
z—1

0
3(z-1)(z-4) 372 -2z7+1
— 7V Yy S
e T
Entonces
7(322 -2z+1
YU(Z): ( +2)
3(z-D(z-3)(z-3)
_3 Z B Z l z
271 z-1 273
y, por tanto,

n—3— 1n+1 Ly n>-2
=371z s §

Ejemplo 27. El sistema de la Fig. 6-12 consiste un elemento de retardo y un multiplicador. Tiene como
variable la entrada y[n] al elemento de retardo y su estado inicial es y[-1] = 8. Determinaremos y[n]
para cualquier n >0 usando la transformada Z.
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Figura 6-12

Como vemos en el diagrama,
y[n] =ly{n—1]
2
Aplicando la transformada Z en ambos lados de esta ecuacion, se obtiene
1
Y(@)=_{zY () +y[-1]]

Por tanto,
47
z-0.5

Y(2)=

y la transformada Z inversa produce la solucion
y[n]=4(0.5)"

la cual se indica en la Fig. 6-12.
6.8 La Transformada de Laplace y la Transformada Z

Si representamos la secuencia X[n] = X(NT) como un tren de impulsos separados por el intervalo de
tiempo T, el periodo de muestreo, el impulso del n-ésimo instante, 8(t — nT), tiene el valor de
ponderacion X(nT). Por consiguiente, la relacién entre la secuencia X(nT) y la sefal x*(t) se puede
expresar como

X*(t)= > x(nT)3(t-nT) (6.88)
n=0
Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de la Ec. (6.88), se obtiene

X*(s)=£[x*(t)]=ix{nT)e‘”Ts (6.89)

n+0

Comparando la Ec. (6.89) con la Ec. (6.81) para la transformada Z unilateral, vemos que esta ultima y
la transformada de Laplace se relacionan a través de la equivalencia

z=¢g" (6.90)
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En verdad, la transformada Z unilateral definida por la Ec. (6.87) puede considerarse como un caso
especial cuando T = 1. En consecuencia, la definicion de la transformada Z unilateral se puede resumir
como

X(z)=L[x(KT)]= L[x* (O] =Z[X *(2)]

6.91
X, (69
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Pares Ordinarios de Transformadas Z

X[n] X(2) RDC
o[n] 1 Toda z
ufn] 1z |z|>1
1-z7"" z-
—u[-n—-1] 1z |z|<1
1-z7"" z-
o[n—m] z" Toda z excepto 0 sim>0 oo sim
<0
a"u[n] 1 z |z|>a
l-az'’ z-a
—a"u[-n-1] 1 z |z|]<a
l-az'’ z-a
na"u[n] az™' az |z|>a
(l—az‘l)2 (z-a)
—na"u[-n—-1] az™' az |z|<a
(l—az’l)2 (z-a)
(n+Da"u[n] 1 [ z T |z|>a
(l—az‘l)z, z-a
(cos Qgn)ufn] 2% —(cosQ, )z 2] >1
7’ —(2cosQO)Z+1
(senQ,n)u[n] (senQ,)z |z|>1
7’ —(2cosQO)Z+1
(r"cosﬂon)u[n] 2’ —(rcosQ,)z |z|>r
2’ —(2I‘cosQO)Z+r2
r"(senQ,n)u[n] (rsen<)z |z[>r
2> —(2rcosQ, )z +r?
a" 0<n<N-1 1-a“z™" |z|>0
0 otros valoresde n 1-az™




6.1

6.2

6.3
6.4

6.5

6.6

6.7

6.8
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Problemas

Halle las transformadas Z de las secuencias siguientes:
(b) x[n]=63[n+5]-438[n-2]

(c) x[n]:2(%j u[n]-3(2)"u[-n-1]

Dado que
B Z(z-4)
C(z-1)(z-2)(z-3)

Especifique todas las regiones de convergencia posibles. ;Para cudl RDC es X(z) la transformada Z
de una secuencia causal?

X(z)

Demuestre la propiedad de inversion dada por la Ec. (6.41).
Determine la transformada Z de la sefal X, [n]= (a” cos Qon>u [n] a partir de la transformada de

la senal X, [n]= (cos Q, n)u [n], usando la propiedad de escalamiento.

Demuestre que si X[Nn] es una secuencia lateral derecha y X(z) converge para alglin valor de z,
entonces la RDC de X(2) es de la forma

|z|>r o w>|z]>r,
donde Iy, es la magnitud maxima de cualquiera de los polos de X(2).

Hallar la transformada Z inversa de

X(z)=2+222—+523 |2|>0
2" +3z+2
Determine las transformadas Z de las X[n] siguientes:
(@) X[n]=(n-2)u[n-2]
(b) X[n]=u[n—-2]-u[n—4]
(¢)  x[n]=n{u[n]-u[n-4]}
Usando la relacion
a'u[n] <« i, |z|>a

Z—a

halle la transformada Z de (a) X[n]=na""'u[n]; (b) x[n]=n(n=1)a"*u[n];y (c)
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x[n]=n(n-1)---(n—k+1)a"*u[n]
6.9 Determine la transformada inversa de

X (z)=log(1-1z")

(a) usando la expansion en serie de potencias log(l—a):—zw (ak/k), a|<1, y (b)

k=1
diferenciando X(z) y usando las propiedades de la transformada Z.

6.10 Determine la transformada Z y la regién de convergencia de la secuencia

2" cos3n n<0
x[n]=1 /1Y
Z cos3n n=0

6.11 Determine la transformada Z inversa de cada una de las transformadas Z dadas mediante dos de
los métodos explicados en el capitulo y compare los valores para n =0, 1, 2, y 3. En cada caso,
sefnale la RDC para su la validez de su resultado.

@ X D=0
B Z(z+1)
®) X(Z)_(z—l)(z—0.8)
© X D=2 os)
I
@ X(Z):z(z—l)(z—O.S)
@ X@=— L
) T(z-1y (z-2)
® X(2)= 22+3
(z-2)

6.12 Determine la convolucion de las secuencias causales siguientes:
1Y I, 0<n<10
h[n]=|~| . x[n]=
2 0, otros valores de n

6.13 Halle la funcion de transferencia del sistema mostrado en la Fig. P.6.13 si
h[n]=(n-T)u[n]
h,[n]=38[n]+nu[n—-1]+8[n-2)

1 n
h3 [n]:[gj ufn]
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> hy[n]
X[n] ——{ hs[n] > y[n]
+
h,[n]
Figura P.6.13

6.14 Determine la respuesta al escalon del sistema con funcion de transferencia

1

Z—5
H(z)=— P
2 +3z+41

6.15 Considere el sistema mostrado en la Fig. P.6.15

(a) Determine la funcion del sistema H(z).

(b) Halle la ecuacion de diferencias que relaciona la salida y[n] con la entrada X[n].

>()
) T+

1

4

A

x[n] ﬂ@

Figura P.6.15

6.16 Considere un sistema LIT de tiempo discreto cuya funcion de sistema H(z) es dada por

z 1
H(@)=—— |z|>g
3

(a) Calcule la respuesta al escalon s[n].
(b) Determine la salida y[n] cuando la entrada es x[n] = u[n].

6.17 Demuestre que un criterio simplificado para que el polinomio X (z) =2z +a,z+a, tenga todos
sus polos en el interior del circulo unitario en el plano z lo da



6.18

6.19

6.20

6.21

6.22
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| X(0)[<1,  X(-1)>0, X(1)>0

Use este criterio para hallar los valores de K para los cuales el sistema dado por

08Kz

H(z)= (2-0.8)(2-0.5)

sea estable.

(a) Cuando se aplica la excitacion X[n]= (—%)n se aplica a un sistema LIT, la salida y[n] viene
dada por y[n]= 2(§)n . Determine la funcion de transferencia del sistema. (b) ;Cudl es la
respuesta al impulso correspondiente?
Resuelva la ecuacion en diferencias

y[n]=5y[n-1]+6y[n-2]=2, y[-1]=6, y[n-2]=4

Considere un sistema causal de tiempo discreto cuya salida y[n] y entrada X[n] estan relacionadas
por

y[n]-5yIn-1]+5y[n-2]=x[n]
(a) Halle la funcion del sistema H(z).
(b) Calcule la respuesta al impulso h[n]
Demuestre que la solucion general de la ecuacion en diferencias
y[n]-2ay[n-1]+y[n-2]=0
puede escribirse en la forma y[n]=Ccoshpn+ Dsenhfn, donde coshB=a y C y D son dos
constantes arbitrarias. Determine y[n] si Y[0] =E, y[10] =0y o = 1.25.
(a) Demuestre que la salida y[n] del sistema de la Fig. P.6.22 satisface la ecuacion
2y[n]=y[n—1]=4Xx[n]+2x[n-1]

(b) El estado inicial del sistema es [-1] = 2. Halle la respuesta de entrada cero. (c) Halle la
funcion del sistema H(z). (d) Determine la respuesta al impulso h[n] y la respuesta al escalon.

WIIEN
X q-1]1=2
172
A
_ < -1 Y n
qn—1] z J ]
2
A
Y
S
y[n]

Figura P.6.22
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6.23 Use la transformada Z unilateral para resolver las ecuaciones de diferencias siguientes con las
condiciones iniciales dadas.

(@) y[n]=3y[n-1]=x[n], con x[n]=4u[n], y[-1]=1
(b) y[n]=5y[n-1]+6y[n-2]=Xx[n], con x[n]=u[n], y[-1]=3, y[-2]=2

1 1 1Y
(c) y[n]—Ey[n—1]+Zy[n—2]=X[n], y[-1]=0, y[-2]=1, X[”]:(gj ufn]



CAPITULOSIETE

MODULACION DE AMPLITUD

7.1 Introduccién

Ahora nos ocuparemos de la transmisién de mensajes formados por sefiales continuas (analdgicas).
Cada sefial de mensaje se selecciona de un numero infinito de formas de onda posibles. Por ejemplo, en
la transmision de radio y television se tiene un numero infinito de mensajes posibles y no todas las
formas de ondas son conocidas. Esa coleccion de mensajes y formas de ondas puede ser modelada
convenientemente mediante procesos aleatorios continuos, en donde cada funcion miembro del proceso
aleatorio corresponde a una forma de onda del mensaje. Para el andlisis se define la transmision de
sefiales analdgicas como la transmision por un canal dado de una sefial x(t) de pasabajas, arbitraria y de
energia finita. En algunos casos tomaremos a x(t) como una sefial de un solo tono (sinusoidal o de
potencia).

Si el canal es de pasabajas por naturaleza, la sefial de pasabajas portadora de la informacion (o sefial
del mensaje) puede transmitirse por el canal sin modificaciones. Esta clase de transmision se conoce
como comunicacion en la banda base. La transmision de esa sefial por un canal de comunicaciones de
pasabandas, como una linea telefénica o un canal satelital, requiere una adaptacion obtenida mediante
un corrimiento de la banda de frecuencias contenidas en la sefial a otra banda de frecuencias adecuada
para la transmision. Este corrimiento o traslacion se alcanza mediante el proceso conocido como
modulacién.

La modulacion es una operacion realizada en el transmisor para obtener una transmision eficiente y
confiable de la informacion y consiste en la variacion sisteméatica de algin atributo de una onda
portadora o modulada, como por ejemplo la amplitud, la fase o la frecuencia, de acuerdo con una
funcion de la sefial del mensaje o sefial moduladora. Aunque hay muchas técnicas de modulacion, es
posible identificar dos tipos basicos de ellas: la modulacion de onda portadora continua (OC) y la
modulacién de pulsos. En la modulacion OC, la onda portadora es continua (usualmente una onda
sinusoidal), y se cambia alguno de sus parametros proporcionalmente a la sefial del mensaje. En la
modulacién de pulsos, la onda portadora es una sefial de pulsos (con frecuencia una onda de pulsos) y
se cambia un parametro de ella en proporcion a la sefial del mensaje. En ambos casos, el atributo de la
portadora puede ser cambiado en una forma continua o discreta. La modulacion de pulsos discretos
(digital) es un proceso discreto y es especialmente apropiado para mensajes que son discretos por
naturaleza, como, por ejemplo, la salida de un teletipo. Sin embargo, con la ayuda del muestreo y la
cuantizacion, se pueden transmitir sefiales del mensaje que varian continuamente (analdgicas) usando
técnicas de modulacion digital.

La modulacién, ademas de usarse en los sistemas de comunicacion para adaptar las caracteristicas de
la sefal a las caracteristicas del canal, también se utiliza para reducir el ruido y la interferencia, para
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transmitir simultdneamente varias sefiales por un mismo canal y para superar limitaciones fisicas en el
equipo.

El andlisis de Fourier se adapta extremadamente bien para el anélisis de sefiales moduladas; este
estudio es el objetivo principal de este capitulo.

7.1.1 Necesidad de la Modulacién

Antes de comenzar una discusion cuantitativa de sistemas de modulacion, se examinaran las ventajas
de usar sefiales moduladas para la transmision de informacion. Ya hemos mencionado que se requiere
modulacion para adaptar la sefial al canal. Sin embargo, esta adaptacion involucra varios aspectos
importantes que merecen una explicacion adicional.

Modulacién para Facilidad de Radiacion. Si el canal de comunicacion consiste del espacio libre,
entonces se necesitan antenas para radiar y recibir la sefial. La radiacion electromagnética eficiente
requiere de antenas cuyas dimensiones sean del mismo orden de magnitud que la longitud de onda de la
sefial que esta siendo radiada. Muchas sefiales, incluyendo las de audio, tienen componentes de
frecuencia que llegan a 100 Hz o menos. Para estas sefiales, serian necesarias antenas de alrededor de
300 Km de longitud si la sefial se fuese a radiar directamente. Si se usa modulacion para imprimir la
sefial del mensaje sobre una portadora de alta frecuencia, digamos a 100 MHz, entonces las antenas no
necesitan tener una longitud de mas de un metro (longitud transversal).

Modulacion para Concentracion o Multicanalizacion. Si mas de una sefial usa un solo canal, la
modulacion puede usarse para trasladar diferentes sefiales a posiciones espectrales diferentes
permitiendo asi al receptor seleccionar la sefial deseada. Las aplicaciones de la concentracion
(“multiplexing” en inglés) incluyen la telemetria de datos, radiodifusion FM estereofdnica y telefonia
de larga distancia.

Modulacién para Superar Limitaciones en el Equipo. EI rendimiento de los dispositivos de
procesamiento de sefiales tales como filtros y amplificadores, y la facilidad con la cual estos
dispositivos pueden construirse, depende de la situacion de la sefial en el dominio de la frecuencia y de
la relacion entre las frecuencias mas alta y mas baja de la sefial. La modulacion puede ser usada para
trasladar la sefial a una posicion en el dominio de la frecuencia donde se cumplan facilmente los
requerimientos de disefio. La modulacion también puede usarse para convertir una “sefial de banda
ancha” (una sefial para la cual la relacion entre la frecuencia mayor y la menor es grande) en una sefial
de “banda angosta”.

Ocasionalmente, en aplicaciones de procesamiento de sefiales, la banda de frecuencias de la sefial a
procesar y la banda de frecuencias del aparato procesador pueden no adaptarse. Si el procesador es
elaborado y complejo, puede ser mejor dejar que opere en alguna banda de frecuencias fija y, mas bien,
trasladar la banda de frecuencias de la sefial para que se corresponda con esta banda fija del equipo. La
modulacion puede usarse para obtener esta traslacion de frecuencias.
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Modulacién para Asignacion de Frecuencias. La modulacion permite que varias estaciones de radio
o television se transmitan simultaneamente con frecuencias portadoras diferentes y permite “sintonizar”
diferentes receptores para seleccionar estaciones diferentes.

Modulacién para Reducir el Ruido y la Interferencia. EIl efecto del ruido y la interferencia no
pueden ser eliminados completamente en un sistema de comunicacion. Sin embargo, es posible
minimizar sus efectos usando ciertos tipos de esquemas de modulacion. Estos esquemas generalmente
requieren un ancho de banda de transmision mucho mayor que el ancho de banda de la sefial del
mensaje. Por esta razon se intercambia ancho de banda por reduccion de ruido — un aspecto importante
del disefio de sistemas de comunicacion.

7.2 Tipos de Modulacion Analogica

Los tipos basicos de modulacion analdgica son la modulacion de onda continua (OC) y la de pulsos.
En la modulacion de onda continua, se usa una sefial sinusoidal x(t) = A, cos(w.t+¢) como una

sefial portadora. Entonces una sefial portadora modulada general puede ser representada
matematicamente como

X, (1) = A(t)cos[o t+d(t)], o, =2nf, (7.1)

En la Ec. (7.1), f. se conoce como la frecuencia portadora, A(t) es la amplitud instantdnea de la
portadora y ¢(t) es el angulo o desviacién de fase instantdnea de la portadora. Cuando A(t) estd
relacionada linealmente con la sefial del mensaje x(t), el resultado es modulacion de amplitud. Si ¢(t) o
su derivada esta linealmente relacionada con x(t), entonces tenemos modulacion de fase o de
frecuencia. Se usa el nombre comun de modulacion angular para denotar tanto la modulacién de fase
como la de frecuencia.

Mientras la modulacion es el proceso de transferir informacion a una portadora, la operacion inversa
de extraer la sefial portadora de la informacion de la portadora modulada se conoce como
demodulacion. Para diferentes tipos de esquemas de modulacion consideraremos diferentes métodos de
demodulacion y supondremos que la demodulacion se hace en la ausencia de ruido. El efecto del ruido
sobre la calidad de la sefial de salida de diferentes métodos de transmision modulada sera el objetivo de
la discusion en un capitulo posterior.

En el anélisis de los esquemas de modulacién OC se prestard mucha atencion a tres parametros
importantes: la potencia transmitida, el ancho de banda de transmision y la complejidad del equipo para
modular y demodular. Estos pardmetros, junto con la calidad de la sefial de salida en la presencia de
ruido, proporcionaran la base para la comparacion de diferentes esquemas de modulacion.

En la modulacién de pulsos, un tren periddico de pulsos cortos actla como la sefial portadora.
7.3 Transmision de Sefiales de Banda Base Analogicas

Los sistemas de comunicacion en los cuales ocurre la transmision de sefiales sin modulacién se
denominan sistemas de banda base. En la Fig. 7.1 se muestran los elementos funcionales de un
sistemas de comunicacion de banda base. El transmisor y el receptor amplifican la potencia de la sefial
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y realizan las operaciones de filtrado apropiadas. En el sistema no se ejecutan operaciones de
modulacion ni demodulacion. El ruido y la distorsion de la sefial debidos a las caracteristicas no ideales
del canal hacen que la sefial de salida y(t) sea diferente de la sefial de entrada x(t). Ahora se
identificaran diferentes tipos de distorsidn, sus causas y las curas posibles. En un capitulo posterior se
discutiran los efectos del ruido sobre la calidad de la sefial y el disefio 6ptimo del transmisor y receptor
gue minimiza esos efectos.

Ruido
X(t) Canal
a ——> Transmisor > H (f) > > Receptor ——>p
entrada salida + ruido

Figura 7.1 Un sistema de comunicacion de banda base.
7.3.1 Distorsion de la Sefial en la Transmision en la Banda Base

Se dice que la sefial de salida y(t) no esta distorsionada si “se parece” a la sefial de entrada x(t). Mas
especificamente, si y(t) difiere de x(t) por una constante de proporcionalidad y un retardo temporal
finito, entonces se dice que la transmision no esta distorsionada. Es decir,

y(t)= Kx(t-t,) (7.2)

para transmisién sin distorsion. La constante K es la atenuacion y tq es el retardo temporal. La pérdida

de potencia en la transmision es 20log,, K y en la Tabla 1 se dan valores tipicos de pérdidas de
10

transmision para varios medios.

El requisito para transmisién sin distorsion expresado por la Ec. (7.2) puede cumplirse si la funcion
de transferencia total del sistema entre los puntos ay b en la Fig. 7.1 es

H(f)=Kexp(-j2nft,) para |f|<f, (7.3)

donde fy es el ancho de banda de la sefial en la banda base. Si suponemos que el transmisor y el
receptor no producen distorsion de la sefial, entonces la respuesta del canal tiene que satisfacer

H,(f)=Kexp(-j2nfty) para | f|<f, (7.4)

para una transmision sin distorsion.

La condicién dada por la Ec. (7.4) es bastante fuerte y, en el mejor de los casos, los canales reales
sOlo pueden satisfacer esta condicion aproximadamente. Por ello, siempre ocurrira algo de distorsion en
la transmision de sefiales aungque se puede minimizar mediante un disefio apropiado. Un enfoque
conveniente para minimizar la distorsion de una sefial es identificar diferentes tipos de distorsion e
intentar minimizar sus efectos dafiinos por separado.
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Tabla 1. Valores tipicos de pérdidas de transmision

Medio de Transmisién Frecuencia Pérdida,
dB/km
Par de alambres (0.3 cm de didametro) 1 kHz 0.05
Par de alambres trenzados (calibre 16) 10kHz 2
100 kHz 3
300kHz 6
Cable coaxial (1 cm de diametro) 100 kHz 1
1 MHz 2
3 MHz 4
Cable coaxial (15 cm de didmetro) 100 MHz 15
Guia de onda rectangular (5x2.5 cm) 10 GHz 5
Guia de onda helicoidal (5 cm de 100 GHz 15
diametro)
Cable de fibra 6ptica 3.6x10™ Hz 25
2.4x10" Hz 0.5
1.8x10" Hz 0.2

Los tres tipos comunes de distorsion encontrados en un canal son:
1. Distorsion de amplitud debida a |Hc(f)| = K.
2. Distorsién de fase (o retardo) debida a que

angulo{H_ (f)}= —-2n=ft, tmn (m esunentero > 0)

3. Distorsion no lineal debida a elementos no lineales presentes en el canal.

Las primeras dos categorias se conocen como distorsion lineal y la tercera como distorsion no lineal.
Ahora las examinaremos por separado.

7.3.2 Distorsion Lineal

Si la respuesta de amplitud del canal no es plana en la banda de frecuencias para las cuales el espectro
de la entrada es diferente de cero, entonces diferentes componentes espectrales de la sefial de entrada
son modificados en forma diferente. El resultado es distorsion de amplitud. Las formas mas comunes
de la distorsion de amplitud son la atenuacion excesiva o el realce de las bajas frecuencias en el
espectro de la sefial. Resultados experimentales indican que si |Hc(f)| es constante hasta dentro de +1 dB
en la banda del mensaje, entonces la distorsion de amplitud serd despreciable. Mas alla de estas
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observaciones cualitativas, no se puede decir mucho sobre la distorsién de amplitud sin un analisis mas
detallado.

Si el desplazamiento de fase es arbitrario, diferentes componentes de la sefial de entrada sufren
retardos temporales diferentes lo cual resulta en distorsion de fase o de retardo. Una componente
espectral de la entrada con frecuencia f sufre un retardo ty(f),

angulo de {H (f)}
2nf

t (f)=- (7.5)

El lector puede verificar que un angulo de {H(f)}=-2nt,f £mn resultard en una respuesta
y(t)=+x(t-t,), es decir, no ocurre distorsion. Cualquier otra respuesta de fase, incluyendo un
desplazamiento constante de fase 6, 6 = +mmn, producira distorsion.

La distorsién por retardo es un problema critico en la transmision de pulsos (datos). No obstante, el
oido humano es sorprendentemente insensible a esta distorsion y por tanto la distorsion por retardo no
es preocupante en la transmision de audio.

7.3.3 Compensacion

El remedio tedrico para la distorsion lineal es la compensacién mostrada en la Fig. 7.2. Si la funcién de
transferencia del compensador satisface la relacion

_ Kexp(—j2nfty)
T H(F)

para | f|<f, (7.6)

tenemos entonces que H (f)H, (f)=Kexp(-j2nft,) y no se tendra distorsion. Sin embargo, es

muy raro que se pueda disefiar un compensador que satisfaga exactamente la Ec. (7.6). Pero son
posibles excelentes aproximaciones, especialmente con un filtro transversal como el mostrado en la
Fig. 7.3.

X(t) Canal Compensador | salida
He(f) Heq(f)

Y

Figura 7.2 Compensador del canal.

La salida del compensador mostrado en la Fig. 7.3 puede escribirse como
y(t)y=c,z(t)+c,z(t—A)+cz(t-2A)
a partir de la cual obtenemos la funcién de transferencia del filtro como
H, (f)=c, +c,exp(-joA)+c exp(-jo2A), o=2nxf

Generalizando esta relacion a un compensador con 2M + 1 derivaciones, tenemos entonces que
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M
H,, (f)=exp(-joM A)( D e exp(- jmmA)j (7.7)

m=—M
que esta en la forma de una serie de Fourier exponencial con periodicidad 1/A. Por lo tanto, si se va a
compensar el canal en la banda f,, del mensaje, podemos aproximar el lado derecho de la Ec. (7.6)
mediante una serie de Fourier (en el dominio de la frecuencia) con periodicidad 1/A > 2f,. Si la
aproximacion en serie de Fourier tiene 2M + 1 términos, entonces se necesita un compensador con 2M
+ 1 derivaciones.

entrada | Retardo Retardo
X(t) A A

Y

y(t)
salida

+
+ +
Figura 7.3 Un filtro transversal compensador de tres derivaciones.

7.3.4 Distorsion No Lineal y Compansion

Los canales y dispositivos electronicos précticos, tales como amplificadores, con frecuencia exhiben
caracteristicas de transferencia no lineales que resultan en una distorsion no lineal de la sefial. En la
Fig. 7.4 se muestra un ejemplo de la caracteristica de transferencia de un elemento no lineal sin
memoria. En general, estos dispositivos acttan linealmente cuando la entrada x(t) es pequefia, pero
distorsionan la sefial cuando la amplitud de la entrada es grande.

Aproximacion
Entrad lineal
ntrada
x(t) >
7

7 Caracteristica de
transferencia real

Salida
y(t)

Figura 7.4 Caracteristica de transferencia de un dispositivo no lineal.



386

Para investigar la naturaleza de la distorsion no lineal de la sefial, supongamos que la caracteristica de
transferencia del dispositivo no lineal puede ser modelada por la relacion

y(t) =ax(t)+a,x* (t)+a,x* (t)+-- (7.8)

Ahora, si la entrada es la suma de dos ondas coseno, digamos cos2=f;t +cos2xf,t, entonces la salida

contendrd términos de distorsion armonica en las frecuencias 2f;, 2f, y términos de distorsion de
intermodulacion en las frecuencias f +f,, 2f,+f, 2f +f,, y asi sucesivamente. En un caso
general, si x(t) = xu(t) + xa(t), entonces y(t) contendra los términos X/ (t), x5 (t), X (t)x, (t), y asi
sucesivamente. En el dominio de la frecuencia es facil ver que aunque Xi(f) y Xa(f) puedan estar
separadas en frecuencia, el espectro de x, (t) X, (t) [obtenido a partir de X, (f)*X,(f)] puede
solaparse con Xy(f) o Xz(f) o con ambas. Esta forma de distorsion por intermodulacién (o diafonia) es

de importancia en sistemas donde varias sefiales son concentradas (multicanalizadas) y transmitidas por
el mismo canal.

La caracteristica de transferencia mostrada en la Fig. 7.4 sugiere que una solucion para minimizar la
distorsion no lineal es mantener la amplitud de la sefial dentro de la banda lineal de operacion de la
caracteristica. Esto se obtiene usualmente usando dos dispositivos no lineales, un compresor y un
expansor, como se muestra en la Fig. 7.5.

Un compresor esencialmente reduce la banda de amplitudes de una sefial de entrada de manera que
caiga dentro de la banda lineal del canal. Para una sefial x(t) de valores positivos, por ejemplo, podemos
usar un compresor con una caracteristica de transferencia g, [x(t)]=1log, [x(t)]. Puesto que un

compresor reduce la banda de la sefial de entrada, también reduce la banda de la sefial de salida. La
sefial de salida es expandida al nivel apropiado mediante el expansor que opera a la salida del canal.
Idealmente, un expansor tiene una caracteristica de transferencia Qe Qque produce

ey {9eomp [X ()]} =X (t) . Por ejemplo, si g, [x(t)]=log, [x(t)], entonces g, [y(t)]=exp[y(t)]
producira g,,, {9m, [X(t)1}=X(t). La operacion combinada de comprimir y expandir se denomina

compansion. La compansion se usa extensivamente en sistemas telefonicos para compensar por la
diferencia en el nivel de la sefial entre oradores altos y bajos.

x(t) Canal y(t)
—>{ Compresor > (supuesto > Expansor ——
no lineal)

Figura 7.5 Compansion.

7.4 Esquemas de Modulacion Lineales OC

La modulacion lineal se refiere al corrimiento directo de frecuencias del espectro del mensaje usando
una portadora sinusoidal. La portadora modulada es representada por

X, (t)=A(t)coswm,t (7.9)
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en la cual la amplitud de la portadora A(t) esta relacionada linealmente con la sefial del mensaje x(t).
Dependiendo de la naturaleza de la relacion espectral entre x(t) y A(t), tenemos los siguientes tipos de
esquemas de modulacion lineal: modulacion de banda lateral doble (DSB, por sus siglas en inglés),
modulacion de amplitud (AM), modulacién de banda lateral Unica (SSB por sus siglas en inglés) y
modulacion de banda lateral residual (VSB por sus siglas en inglés). Cada uno de estos esquemas tiene
sus propias ventajas distintivas, desventajas y aplicaciones practicas. Ahora estudiaremos estos
diferentes tipos de esquemas de modulacion lineal recalcando tépicos tales como los espectros de las
sefiales, potencia y ancho de banda, métodos de demodulacién y la complejidad de transmisores y
receptores.

En nuestra discusion sobre esquemas de modulacion lineales, usaremos uno de tres modelos
diferentes para la sefial del mensaje x(t): un solo tono de frecuencia, f,, una combinacion de tonos
restringidos en frecuencia a menores o iguales que fy, 0 una sefial arbitraria de pasabajas de energia

finita con una transformada de Fourier X(f), la cual es idénticamente igual a cero para | f |> f, .

7.4.1 Modulacién de Banda Lateral Doble (DSB)

La modulacion de banda lateral doble (DSB, por sus iniciales en inglés) resulta cuando la amplitud
A(t) es proporcional a la sefial del mensaje x(t), es decir, el mensaje de pasabajas x(t) es multiplicado
por una forma de onda portadora A, cosw,t, como se muestra en la Fig. 7.6a. La sefial modulada X.(t)

es
X, (t)=AXx(t)coswo .t =A(t)coso t, o, =2nf, (7.10)

y se llama la sefial modulada en banda lateral doble. La Ec. (7.10) revela que la amplitud instantanea
de la portadora A(t) es proporcional a la sefial del mensaje x(t). Un ejemplo en el dominio del tiempo de
la sefial modulada x(t) se muestra en la Fig. 7.6d para una sefial del mensaje sinusoidal.

Del teorema de modulacion se deduce que el espectro de la sefial DSB dada en la Ec. (7.10) es
X (F)=2A[X(f+1)+X(f-1)] (7.12)

donde f. = w./2m. Las representaciones en el dominio de la frecuencia de X(f) y Xc(f) se muestran en
las Figs. 7.6e y 7.6f para una sefial de mensaje de pasabajas.

La banda espectral ocupada por la sefial del mensaje se llama la banda de frecuencias de la banda
base y la sefial del mensaje usualmente se conoce como la sefial de la banda base. La operacion de
multiplicar sefiales se llama mezclado o heterodinaje. En la sefial trasladada, la parte del espectro de la
sefial de la banda base que esta sobre f. aparece en el intervalo f; a f. + f; y se denomina la sefial de la
banda lateral superior. La parte de la sefial modulada que esta entre f. — f, y fc se llama la sefial de la
banda lateral inferior. La sefial portadora de frecuencia f. también se conoce como la sefial del
oscilador local, la sefial mezcladora o la sefial heterodina. Como se observa en la Fig. 7.6f, el espectro
de X¢(f) no tiene una portadora identificable. Por ello, este tipo de modulacién también se conoce como
modulacion de banda lateral doble con portadora suprimida (DSB-SC). La frecuencia portadora f; es
normalmente mucho mas alta que el ancho de banda de la sefial de la banda base f,. Es decir,

f.>>f, (7.12)
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2(t) Filtro de y()
X(t Xt —————- X(t) T pasabajas >
A, cos o t 2cos ot
(a) Modulador (b) Demodulador sincrénico

(c) Moduladora sinusoidal

Inversion de fase

(d) Sefial modulada

X(H

/ T\

—fy 0 fy f
(e) Espectro del mensaje
Banda lateral

Xe(f) inferior 2f,
“~——~ Banda lateral
/ \ ! L— sunerior
| J
fo—f, f, f+f, 0 fo-f f, f+f, f

(e) Espectro DSB

Z(f) Respuesta del filtro
, —|—~— de banda hase
/ \
/N / ./ \
2, S, 0, 2M.—f, of 2.+, f
®

Figura 7.6 Modulacion de banda lateral doble. (a) Modulador. (b) Demodulador sincrénico (o coherente).
(c) Sefial moduladora sinusoidal. (d) Sefial modulada. () Espectro del mensaje para una x(t) arbitraria. (f)

X(f). (@) Z(D.
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Potencia y Ancho de Banda de la Sefial Transmitida. De la Fig. 7.6f vemos que el ancho de banda
B~ requerido para transmitir una sefial del mensaje con ancho de banda f, usando modulacion de banda
lateral doble es 2f, Hz:

B =2f (7.13)

Para calcular la potencia transmitida promedio St de la sefial modulada, supongamos que x(t) es una
sefial de potencia. Entonces,
l T/2
S, =lim= j AZx? (t) cos? (,t) dt
Towo T
-T/2
T/2 T/2

1 2 2
=lim= [ %xz (t)dt+ [ %xz (t)cos2m,tdt

T—)aoT
-T/2 -T/2

El valor de la segunda integral es cero, y si definimos la potencia promedio de la sefial Sy como

T/2

1
S =lim= j X2 (1) dt
T~>ooT o
entonces
S =S.S, (7.14)

donde S, = A? /2 es la potencia promedio de la portadora.

Demodulacion de la Sefial de la Banda Base. Si suponemos que el canal es ideal, entonces la sefial
recibida x(t) tendra la misma forma que x.(t). Es decir,

X, (t) =a x(t)cosm.t

donde a/A; es la atenuacion del canal. La sefial del mensaje en la banda base x(t) puede ser recuperada
de la sefial recibida x.(t) multiplicando x,(t) por una portadora local y filtrando a pasabajas la sefial
producto. La salida del multiplicador es

z(t)=[a ,x(t)cosw t]2cosm,t
=a X(t)+a x(t)cos2wm,t
y el espectro de Z(f) esta dado por
Z(f)=a X(f)+3a,[X(f-2f)+X(f+f)]
El espectro de Z(f) se muestra en la Fig. 7.6g, de la cual es obvio que si
f,<2f, —f, o f >f
entonces no hay solapamiento de X(f) con X(f — 2f;) o con X(f + 2f;). Por tanto, filtrando Z(f) mediante
un filtro de pasabajas con una frecuencia de corte B, fx < B < 2f; — f, producira una sefial de salida y(t),
y(t) = acx(t)
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que es una réplica de la sefial del mensaje transmitida x(t).

Aunque el ancho de banda del filtro de pasabajas puede estar entre f, y 2f. — fy, él debe ser tan
pequefio como sea posible para reducir los efectos de cualquier ruido que pueda acompariar la sefal
recibida. Si hay ruido presente, entonces se debe insertar un filtro de pasabandas con una frecuencia
central f; y un ancho de banda de 2f, antes del multiplicador en la Fig. 7.6b para limitar la potencia de
ruido gque entra al demodulador.

El esquema de recuperacion de la sefial mostrado en la Fig. 7.6b se denomina un esquema de
demodulacion sincrénico o coherente. Este esquema requiere que en el receptor esté disponible una
sefial de un oscilador local que esté perfectamente sincronizado con la sefial portadora usada para
generar la sefial modulada. Este es un requisito bastante rigido y no puede obtenerse facilmente en
sistemas précticos. La falta de sincronismo resultara en distorsion de la sefial. Suponga que la sefial del
oscilador local tiene una desviacion de frecuencia igual a Aw y y una desviacion de fase igual a ©.
Entonces la sefial producto z(t) tendré la forma

z(t)=a,x(t)cos(Awt+06)+ términos de frecuencia doble

y la sefial de salida y(t) sera
y(t) =a x(t)cos(Awt +0) (7.15)

Mas adelante se verificara que cuando Ao = 0y 6 = n/2, la sefial se pierde completamente. Cuando
0=0, entonces y(t)=a,x(t)cosAmt variard provocando una seria distorsion de la sefial. Este

problema es bastante grave ya que usualmente f. >> f, de modo que aun un error porcentual pequefio
en f. ocasionard una desviacion Af que puede ser jcomparable o mayor que f,! La evidencia
experimental indica que para sefiales de audio, una Af > 30 Hz se convierte en inaceptable. Para
sefiales de audio puede ser posible ajustar manualmente la frecuencia y la fase de la portadora local
hasta que la salida “suene” bien. Desafortunadamente, las desviaciones de fase y de frecuencia de la
portadora con frecuencia son cantidades que varian con el tiempo requiriendo entonces ajustes casi
continuos.

Existen varias técnicas usada para generar una portadora coherente para la demodulacion. En el
método mostrado en la Fig. 7.7, se extrae una componente de la portadora de la sefial DSB usando un
circuito cuadratico y un filtro de pasabandas. Si x(t) tiene un valor CD igual a cero, entonces X(t) no
tiene ninguna componente espectral en .. No obstante, x*(t) tendra una componente CD diferente de
cero y por tanto se puede extraer una componente de frecuencia discreta en 2f; del espectro de X’ (t)

usando un filtro con una pasabanda angosta. La frecuencia de esta componente puede ser reducida a la
mitad para proporcionar la portadora deseada para la modulacion.

Circuito .| BPF centrado | Divisor de
Sefial DSB; cuadratico en 2f; frecuencia Seﬁ;al de
Xr(t) sincronizacion

Figura 7.7 Un sincronizador cuadrético.
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En el segundo método mostrado en la Fig. 7.8, una pequefia sefial portadora (piloto) se transmite
junto con la sefial DSB; en el receptor, la portadora piloto puede extraerse, amplificarse y usarse como

una portadora local sincronizada para la demodulacion (Fig. 7.8b).

Si la amplitud de la portadora insertada es lo suficientemente grande, entonces la sefial recibida
puede ser demodulada sin tener que generar la portadora en el receptor. Una sefial DSB con una

componente de portadora discreta grande se Ilama una sefial modulada en amplitud (AM).

LPF

Sefial DSB
+ >
x(® X0 portadora %_)
S Filtro de .
A, coso,t 7/®4 > portadora Amplificador
(a) (0)

Figura 7.8 Sistema DSB con portadora piloto. (a) Transmisor. (b) Receptor

Ejemplo 1. Evalue el efecto de un error de fase en el oscilador local en la demodulacion de banda

lateral doble sincronica.

Solucion.  Suponga que el error de fase del oscilador local es ¢. Entonces la portadora local es

expresada como cos (w.t+¢). Ahora,

Xpsg (1) =m(t)cosw,t

donde m(t) es la sefial del mensaje y si designamos la salida del multiplicador en la Fig. 7.6b por d(t),

entonces
d(t)=[m(t)cosmt]cos(w.t+d)

=%m(t)[cos¢+cos(2wct+¢)

:%m(t)cos¢+%m(t)cos(2mct+¢)

El segundo término en el lado derecho es eliminado por el filtro de pasabajas y obtenemos

()= m(t)cosd

Esta salida es proporcional a m(t) cuando ¢ es una constante. La salida se pierde completamente
cuando ¢==+m/2. Asi pues, el error de fase en la portadora local produce atenuacion en la sefial de

salida sin ninguna distorsion siempre que ¢ sea constante pero diferente de +r/2. Si el error de fase
varia aleatoriamente con el tiempo, entonces la salida también variara aleatoriamente y es decir

indeseable.

v(t)
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Ejemplo 2. EvalGe el efecto de un pequefio error de frecuencia en el oscilador local en la
demodulacién DSB sincrénica.

Solucién. Suponga que el error de frecuencia del oscilador local es Aw. La portadora local es
expresada entonces como cos (o, +Aw)t. Asi que

d(t)=m(t)cosm tcos(w, +Aw)t

1 1
=§m(t)cos(Aw)t+§m(t)cos 20,1

y(t) :%m(t)cos(Am)t (7.17)

Es decir, la salida es la sefial m(t) multiplicada por una sinusoide de baja frecuencia. Es decir un efecto
de “batido” y, como ya se menciond, es una distorsion muy indeseable.

7.4.2 Modulacién de Amplitud Ordinaria (AM)

Una sefial modulada en amplitud es generada afiadiendo una componente grande de portadora a la sefial
DSB. La sefial AM tiene la forma

X, (t) = A [1+x(t)]cos .t (7.18)
= A(t)cosm,t (7.19)

donde A(t) es la envolvente de la portadora modulada. Para una recuperacion facil de la sefial usando
esquemas de demodulacion sencillos, la amplitud de la sefial tiene que ser pequefia y la componente
CD de la sefal tiene que ser igual a cero, es decir,

T/2

|x(t)]<1 y m% j x(t)dt=0

i
Mas adelante se explicara la necesidad de estas restricciones.
En el dominio de la frecuencia, el espectro de la sefial AM esta dado por
X (F)=2AIX(F=f)+X(f+f)]
+2A[S(F—f)+8(f+ )]

En la Fig. 7.9 se muestran ejemplos de sefiales AM en el dominio del tiempo y en el de la frecuencia.

(7.20)
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X(t)

portadora
banda lateral banda lateral
nferior superior

A, 0 fo—f f T+
(d)

Figura 7.9 Modulacién de amplitud. (a) sefial del mensaje sinusoidal. Sefial AM. (c) Espectro del
mensaje para una sefial arbitraria x(t). (d) Espectro de la sefial modulada.

7.4.3 Indice de Modulacion

Dos caracteristicas Unicas de la sefial AM son que esta presente una componente con frecuencia de la
portadora y que la envolvente A(t) de la portadora modulada tiene la misma forma que x(t) siempre que
f.>> f,_yque A(t)= A [1+x(t)] no se haga negativa. Nuestra suposicion de que |x(t)| < 1 garantiza

que A(t) no se hara negativa. Si x(t) es menor que —1, entonces A(t) se hace negativa y resulta una
distorsion de envolvente, como se muestra en la Fig. 7.10.

Un parametro importante de una sefial AM es su indice de modulacion m, el cual se define como
m = [A(t)]méx _[A(t)]min (721)
[A(t)]max + [A(t)]min

Cuando m es mayor que 1 se dice que la portadora estd sobremodulada, resultando en distorsion de
envolvente.

7.4.4 Potencia'y Ancho de Banda de la Sefial Transmitida

De la Fig. 7.9d vemos que el ancho de banda de la sefial AM es
BT = 2fx

Suponiendo que x(t) es una sefial de potencia, podemos calcular la potencia promedio de la sefial
transmitida como
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T/2
S =lim [ AZ[L+X(DF cos® o, tdt

R
T/2 )
=lim J %[1+ X% (1) +2x(t)][1+cos 2w, t]dt
R
=S, +S.S, (7.22)
donde S, = A? /2 y Sx es la potencia promedio normalizada de la sefial.

La onda portadora por si sola, sin modulacién, no transporta ninguna informacién hasta el receptor.
Por ello, podemos concluir que una porcion de la potencia transmitida St es “desperdiciada” en la
portadora. Més adelante veremos que la simplicidad de los demoduladores AM depende de esta
potencia y, por tanto, la portadora no es del todo una pérdida.

X(t) A()

distorsion de

(b)

Figura 7.10 Distorsién de envolvente de una sefial AM. (a) Sefial modulada. (b) Envolvente A(t).

Para sefiales AM, el porcentaje de la potencia total que lleva informacion se usa como una medida de
la eficiencia de potencia. Esta se denota por 1 y la definimos como

SC SX

—_— 7-23
S, +8.S, (7.23)

n

Se deja como un ejercicio demostrar que la maxima eficiencia para una sefial arbitraria x(t) es 50% v,
como se demostrara mas adelante, la méxima eficiencia para una sefial de mensaje en onda seno es
33.3% (recuerde que [x(t)| < 1y por tanto Sx < 1).

Ejemplo 3. Una estacion AM comercial esta transmitiendo con una potencia promedio de 10 kW. El
indice de modulacién es 0.707 para una sefial del mensaje sinusoidal. Determine la eficiencia de
potencia de transmision y la potencia promedio en la componente de portadora de la sefial transmitida.
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Solucién. Para una sefial del mensaje sinusoidal con un indice de modulaciéon de 0.707, la sefial
modulada esta dada por

X, (t)=A, (1+0.707 cosw,t)cosm,t
Por lo tanto,
S, =§(0.7O7)2 =0.25

0.258,

N=——o22 200
S, +0.25S,

Ahora, S; + 0.25S; = 10 kW, y de aqui que S; = 8 KW. Observe la proporcion entre la potencia usada
para transmitir informacion y la usada para transmitir la portadora.

Ejemplo 4. Otra forma de escribir la eficiencia n de la AM ordinaria es como el porcentaje de la
potencia total llevada por las bandas laterales, es decir,

n=— (7.24)

donde Ps es la potencia transportada por las bandas laterales y P; es la potencia total de la sefial AM. (a)
Determine n para m = 0.5 (50 % de modulacién). (b) Demuestre que para AM de un solo tono, Nmax €S
33.3 % param =1.

Solucion. Para modulacion de un solo tono
x(t)=a, coso,t

el indice de modulacion es

Por lo tanto,
X(t)=a, cosm,t =mA, cosm,t
y la sefial AM es entonces

X, (t)=[A +x(t)]Jcosm.t=A [1+mcoso,t]coswm,t

X, (t) = A. cosw.t+mA, coso,tcosm,t
= A coso.t+2mA, cos(o, —o, )t+3mA; cos(o, +o, )t
entonces

P. = potencia en la portadora = %Af
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P, = potencia en las bandas laterales = %[ ($mA, )2 +($mA, )2 } =im*A?

La potencia total P; es
R=R+P =AM A =3 (1e3m’ | A

Asi pues,
P lmZ 2 2
n=—x100% = —* —~— *x100% = ~x100%
R (1+im*)A] 2+m
con la condicion que m < 1.
(@) Param=0.5,
0.5)°
n=— 100%-11.1%
2+(0.5)

(b) Como m <1, se puede ver que nmg, ocurre para m =1y esta dada por
n=3x100% = 33.3%

7.4.5 Demodulacion de Seriales AM

La ventaja de la modulacion AM sobre la DSB es que un esquema muy sencillo, conocido como
deteccion de envolvente, puede ser usado para la demodulacion si se transmite suficiente potencia de
portadora. La sefial del mensaje en la banda base x(t) puede ser recuperada de la sefial AM x,(t) usando
el circuito sencillo mostrado en la Fig. 7.11a. La Ec. (7.18) muestra que siempre que |x(t)] < 1, la
envolvente de la sefial recibida nunca pasard por cero y la porcion positiva de la envolvente se
aproxima a la sefial del mensaje x(t) sin depender de la fase o frecuencia exactas de la portadora. La
parte positiva de la envolvente es recuperada mediante la rectificacion de x.(t) y suavizando la onda
rectificada usando una red RC. Durante el semiciclo positivo de la sefial de entrada, el diodo es
polarizado directamente y el capacitor C se carga rapidamente hasta el valor pico de la sefial. Conforme
la sefial de entrada cae por debajo de su maximo, el diodo se abre y es decir seguido por una descarga
lenta del capacitor a través del resistor R hasta el proximo semiciclo positivo, cuando la sefial de
entrada excede el voltaje del capacitor y el diodo conduce de nuevo. El capacitor se carga hasta el
nuevo valor pico, y el proceso se repite.

Para una mejor operacion, la frecuencia de la portadora debe ser mucho més alta que f, y la
constante de tiempo de la descarga del circuito RC debe ser ajustada de modo que la pendiente maxima
negativa de la envolvente nunca excedera la tasa de descarga exponencial. Si la constante de tiempo es
demasiado grande, entonces el detector de envolvente no puede seguir a la envolvente (Fig. 7.11c). Si
la constante es demasiado pequefia se generara una onda demasiado distorsionada (Fig. 7.11d) y la
demodulacion se hace ineficiente.

Bajo condiciones de operacion ideales, la salida del demodulador es
z(t) =k, +k,x(t)
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donde k; es una desviacion de CD debida a la portadora y k; es la ganancia del circuito demodulador.
Se puede usar un capacitor de acoplamiento o un transformador para remover la desviacién CD; sin
embargo, cualquier término CD en la sefial del mensaje x(t) también sera eliminado [una de las razones
para nuestra suposicion de que el valor de x(t) es igual a cero]. Ademas de remover componentes CD,
el filtro de remocién CD atenuara las componentes de baja frecuencia de la sefial del mensaje. Por ello,
la AM no es adecuada para transmitir sefiales de mensajes que contienen contenidos significativos de
baja frecuencia.

Ejemplo 5. La entrada a un detector de envolvente (Fig. 7.11) es una sefial AM de un solo tono
X, (t)=A(l+pcosm,t)cosm.t, donde p es una constante, 0 < u <1y ¢ >> on.

(@) Demuestre que si la salida del detector va a seguir la envolvente de x.(t), se requiere que en todo

instante to

1 no,t

B B (7.25)
RC 1+pcosom,t,

(b) Demuestre que si la salida del detector va a seguir la envolvente todo el tiempo, se requiere que

2

1-p
u

1
RC<— (7.26)
(’Om

Solucién

(a) La Fig. 7.12 muestra la envolvente de x.(t) y la salida del detector (el voltaje en el capacitor en la
Fig. 7.11). Suponga que el capacitor se descarga de su valor pico E, = A(1+pncoswm,t) enty = 0.

Entonces el voltaje vc(t) en el capacitor de la Fig. 7.11 esta dado por
v, (t)=E,e %

El intervalo entre dos picos sucesivos de la portadora es 1/f. = 2n/w. Yy RC >> 1/w. Esto significa
que la constante de tiempo RC es mucho mayor que el intervalo entro dos picos sucesivos de la
portadora. En consecuencia, vc(t) puede ser aproximada por

t
VC (t) ~ EO [l_ﬁj

Asi que si V¢(t) va a seguir la envolvente de x(t), se requiere que en cualquier instante to

1 1
l1+ucosm t )| 1- <l+pcosw. |t +—
( “ mo)( Rcfcj H m[o fcj
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X,(t) R§ € z(t)

@)

Envolvente

______________________________

Z(t)

eFiortacbra ac

(b)

(1)

«P_ortadora ac

©

Envolvente

7(t)

"Portadora ac

()

Figura 7.11 Demodulacion de envolvente de sefiales AM. (a) Detector
de envolvente. (b) Demodulacion correcta. (c) RC demasiado grande.
(d) RC demasiado pequefia.

Ahora, si oy << o, entonces

1 ®
1+pcosm, (to +f—] =14+ Mcog(wmto _|_f_mj

c c

(’Om ('Om
=1+ucoso,t, Cos——pusen o, t, sen -

c c

(Dm
~1+pcosm,t, —uf—sen o,

c

y, por tanto,
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RO,
f

c

1 useno,t,
— > ('Om - -
RC 1+pcoso,t,

1
1+ucos t — |2 senom_t
(1+p Only )(RCfC j m Lo

to to +1/f;

Figura 7.12

(b) Escribiendo de nuevo la Ec. (7.25), tenemos
1
E +ECOS (Omto > H(Dm sen (’omtO

1 1
o senw t, ———cosw_t, [<—
P«( m m o RC moj RC

, (1) L1 1
u, o, —| —=1| sen| o,t, —tan <—
RC ®,TC )~ RC

Como esta desigualdad debe cumplirse para todo to, se debe tener que

, (1Y) 1
w o, +| —| <—=
RC RC

A partir de la cual se obtiene la relacion

1 41-p?
RC<—N—H
®, M
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La sefial AM también puede ser demodulada pasando x.(t) a través de un dispositivo de ley
cuadratica (o cualquier otro tipo de alinealidad que no tenga simetria de funcién impar) y filtrando la
salida al cuadrado. Los detalles de un demodulador de ley cuadratica se dejan como un ejercicio.

Los demoduladores de envolvente y de ley cuadratica para sefiales AM no requieren de una sefial
sincronizada (coherente) de un oscilador local. Esto detectores son simples, eficientes y su
construccion es de bajo costo. Solamente los ahorros en el costo de construir los receptores justifican
su uso en muchas aplicaciones de la AM, como, por ejemplo, en la radio comercial. Los factores que
conspiran contra las ventajas de la simplicidad del equipo son la potencia desperdiciada en la portadora
y la pobre respuesta de baja frecuencia de los sistemas AM que usan demoduladores de envolvente o
de ley cuadrada.

7.4.6 Modulacion de Banda Lateral Unica (SSB)

El requisito de potencia del transmisor y el ancho de banda de transmision son parametros importantes
de un sistema de comunicacion. Los ahorros en el requerimiento de potencia y en el ancho de banda
son altamente deseables. EI esquema AM despilfarra tanto potencia transmitida como ancho de banda
de transmision. El esquema de modulacion DSB tiene menos requerimientos de potencia que la AM
pero usa el mismo ancho de banda que ella. Ambas, la modulacion DSB y la AM, retienen las bandas
laterales superior e inferior de la sefial del mensaje resultando en un ancho de banda de transmision que
es el doble del ancho de banda de la sefial del mensaje.

El espectro de cualquier sefial x(t) de valores reales debe exhibir la condicion de simetria dada por
X(f)=X*(f)

y por ello las bandas laterales de la AM y DSB estan relacionadas en forma Unica entre si por la
simetria. Dadas entonces la amplitud y la fase de una, siempre podemos reconstruir la otra. De aqui que
el ancho de banda puede ser reducido a la mitad si se elimina completamente una banda lateral. Esto
conduce a la modulacién de banda lateral Unica (SSB, por sus siglas en inglés). En la modulacion
SSB, el ahorro en ancho de banda es acompafiado por un aumento considerable en la complejidad del
equipo.

Ademas de la complejidad del equipo, los sistemas SSB practicos tienen una pobre respuesta de baja
frecuencia. Es posible una reduccion en la complejidad del equipo y mejoras en la respuesta de baja
frecuencia si solamente se suprime parcialmente una banda lateral en lugar de eliminarla
completamente. Los esquemas de modulacién en los cuales se transmite una banda lateral mas un
residuo de la segunda banda lateral se conocen como esquemas de modulacion de banda lateral
residual (VSB por sus siglas en inglés). La modulacion VSB se usa ampliamente para transmitir
sefiales de mensajes que tienen anchos de banda muy grandes y contenidos significativos de baja
frecuencia (tales como en la transmision de datos de alta velocidad y en television).

En la modulacion SSB so6lo se transmite una de las dos bandas laterales que resultan de la
multiplicacion de la sefial del mensaje x(t) con una portadora. En la Fig. 7.13a se muestra la generacion
de una sefial SSB de banda lateral superior mediante el filtrado de una sefial DSB, esto se conoce como
el método de discriminacién de frecuencia. La recuperacion de la sefial de la banda base mediante
demodulacion sincrénica se muestra en la Fig. 7.13b En las Figs. 7.13c, d y e muestran la
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representacion en el dominio de la frecuencia de las operaciones importantes en un esquema de
modulacién SSB. La descripcion en el dominio del tiempo de sefiales SSB es algo més dificil, excepto
por el caso de modulacion de tono

Sefial DSB
X(t) l Filtro de Xe(t) Xe(t) 2(t) Filtro de y(t
banda lateral | > banda base |
A, cosmt 2cos ot
(a) Modulador (b) Demodulador
X(®)
—f, 0 f, f
(c) Espectro de la sefial
Hsss(f)
f-f, 0 f. fo+f, f
(d) Filtro de banda lateral ideal
Xe(f)
T/ | | T/ \ |
| | | |
| | | |
| | | |
) | | |
f—f, A, 0 f, fo+f,

(e) Espectro de la sefial transmitida

X(f)

—f, 0 f, f

(f) Sefial reconstruida

Figura 7.13 Modulacién de banda lateral Unica.

De la Fig. 7.13 se puede verificar que el ancho de banda de la sefial SSB es
B, =f, (7.27)
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Y el promedio de la potencia transmitida es
S; =3S.S, (7.28)

Las operaciones de modulacion y demodulacién para la sefial SSB como se muestran en la Fig. 7.13
parecen muy sencillas. Sin embargo, la implementacion practica es bastante dificil por dos razones.
Primero, el modulador requiere de un filtro de banda lateral ideal; segundo, el demodulador requiere de
una portadora sincronica.

Las caracteristicas agudas del corte requerido del filtro de banda lateral Hssg(f) no pueden ser
sintetizadas exactamente. Por ello, se debe atenuar una parte de la banda lateral deseada o pasar una
porcién de la banda lateral no deseada. Afortunadamente, muchas (no todas) sefiales de mensaje tienen
poco o ningun contenido de bajas frecuencias. Estas sefiales (por ejemplo, de voz o mdsica) tienen
“agujeros” a frecuencia cero y estos agujeros aparecen como un espacio vacante centrado en la
frecuencia de la portadora. La region de transicién de un filtro de banda lateral practico puede ser
acomodada en esta region como se muestra en la Fig. 7.14. Como una regla empirica, la relacion 2a/f;
no puede ser menor que 0.01 si se desea una frecuencia de corte razonable. La anchura de la regién de
transicion 2a esta limitada a la anchura del “agujero” en el espectro y para una f; dada, puede no ser
posible obtener un valor razonable para la relacion 2a/f.. Para esos casos, el proceso de modulacion
puede hacerse en dos 0 mas etapas usando una o mas frecuencias portadoras.

X(f) X(f)

20
(a) Espectro del mensaje (b) Espectro DSB

Figura 7.14 Caracteristicas del filtro de banda lateral. (a) Espectro del mensaje. (b) Espectro DSB.

La sefial SSB puede ser generada por otro método denominado el método de desplazamiento o de
corrimiento de fase, el cual no requiere de un filtro de banda lateral. Para ilustrar como trabaja este
método, supongamos que la sefial del mensaje tiene la forma

x(t)=> X;cos(2nft+6,), f <f, (7.29)
i=1
Entonces la sefial SSB (banda lateral superior) correspondiente a x(t) esta dada por

X (t) =%ixi cos[2n(f, + f,)t+6;]

Podemos re-escribir x(t) como
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X, (t) :%{ [Zn: X, cos(2nf.t+0, )} Ccos 2nfct{zn: X, sen(2nf,t+0, )} sen 2nf0t}

i=1 i=1

=%[x(t)cosanct]—%i(t)sen 2nf t (7.30)

donde X(t) se define como

X(t)=> X, sen(2nf t+6,) (7.31)

i=1
Las Ecs. (7.29), (7.30) y (7.31) sugieren que una sefial SSB puede ser generada a partir de dos sefales
de doble banda lateral (DSB) que tienen portadoras en cuadratura A cosm.t y A senot

moduladas por x(t) y X(t). La componente de la sefial en cuadratura X(t) [conocida como la

transformada de Hilbert de x(t)], se obtiene a partir de x(t) desplazando la fase de cada componente
espectral de x(t) por 90°. En la Fig. 7.15 se muestra un modulador SSB de desplazamiento de fase
consistente de dos moduladores DSB (de producto) y redes apropiadas de desplazamiento de fase. El
disefio de circuitos para el desplazamiento de fase no es trivial y un disefio imperfecto generalmente
resulta en distorsion de las componentes de baja frecuencia.

2 Ax(t)cos ot

Y x(t) A

X Sefial SSB
> Desplazamiento C )

de 90° + A

»| Desplazamiento
de 90°

SAR(t)sen ot

Figura 7.15 Modulador SSB por desplazamiento de fase.

En lugar de usar un demodulador sincrénico podemos afiadir una componente de portadora a la sefial
SSB (preferiblemente en el transmisor) e intentar demodular la sefial SSB usando un demodulador de
envolvente. Sin embargo, este procedimiento conduciré a alguna distorsion de la sefial y a desperdiciar
potencia transmitida como se discute en la seccion siguiente.

Ejemplo 6. Demuestre que si la salida del modulador de corrimiento de fase (Fig. 7.16) es una sefal
SSB, (a) la diferencia de las sefiales en la unidon de suma produce la SSB de banda lateral superior
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(USB, por sus siglas en inglés) y (b) la suma produce la sefial SSB de banda lateral inferior (LSB por
sus siglas en inglés). Es decir,

X, (t) = X,gp (t) =m(t)cosm t—m(t)sen ot (7.32)
es una sefial SSB de banda lateral superior y
X, (t) = X (1) =m(t) cosm t+m(t)sen ot (7.33)

es una sefial SSB de banda lateral inferior.

Solucion
(a) Suponga que
mt) < M(e) y M) < M(o)

Entonces aplicando el teorema de modulacion o la propiedad de corrimiento de frecuencia de la
transformada de Fourier, tenemos

1 1
m(t)coso.t < EM (03_0%)+EM (0+o,)
u 1 - 1 -
m(t)senot < —M(o-o,)-—M(o+w,)
2] 2]
Tomando la transformada de Fourier de la Ec. (7.32), se obtiene
1 1 1 - 1 -
X (0)=—M(0-0,)+=M (0+0,)-| —M (0-®,) ——M (0+®, )
2 2 2] 2]

También sabemos que

m(t)cosw,t

/¥

coswct@——>
v Ty

— : o—

- F A

2

sen ot

Y ” m(t)sen w,t

Figura 7.16
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M (0-0,)=—jsgn(o-o, )M (o-o,)

M (0+o,)=—jsgn(o+o,)M (o+o,)

y asi
1 1
XC(O))=EM (0)_000)+§M (0+,)
1 1
{—Esgn(m—mc)M (m—mc)+Esgn(w+mc)M (03+coc)}
1 1
:EM (co—(oc)[1+sgn(co—coc)]+EM (0+®.)[1-sgn(o+ o, )]
Puesto que
2 0>,
l+sgn(m—mc):{
0 o<o,
y
2 o<-0,
1—sgn(m+mc):{
0 o>-o,
tenemos
0 |o)|<coC

X. (@)= M(0+0,) o<-0,

M(o-0,) o>o,

la cual se dibuja en la Fig. 7.17b. Vemos que x.(t) es una sefial SSB de banda lateral superior.
En una forma similar, tomando la transformada de Fourier de la Ec. (7.33), se obtiene que

X, (@) =%M (0—o,)[1-sgn(o—o, )]+%M (0+o,)[1+sgn(o+w, )]

Como

2 o<o,

1-sgn(o—-ow,) ={

0 o>,

2 o>-0,

1+sgn(w+wc):{0
0 < -0,

Tenemos
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M(w)
-0y Q0 Om ()
@
Xe(®
M(o + @) M(w — )
A
/ I I \
-0y 0 O ®
(b)
Xe(®
M(o + o) M(w — )
1 /)
%4 \V&
-0y 0 O ®
(c)
Figura7.17
0 | ® | >,

X (@)=3 M(o-0,) o<o,

M(o+o,) o>-o,

la cual se dibuja en la Fig. 7.17c. Vemos que X.(t) es una sefial SSB de banda lateral inferior.

Ejemplo 7. Demuestre que una sefial SSB puede ser demodulada por el detector sincrénico de la Fig.

7.18, (a) Dibujando el espectro de la sefial en cada punto y (b) obteniendo la expresién en el dominio
del tiempo de las sefiales en cada punto.

X d(t t
ssB (1) LPE y()

cos ot

Figura 7.18 Detector sincronico
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Solucion

(@) Sea M(w), el espectro del mensaje m(t), como se muestra en la Fig. 7.19a. Suponga también que
Xssg(t) es una sefial SSB de banda lateral inferior y que su espectro es Xssg(®), COMo se muestra en
la Fig. 7.19b. La multiplicacion por coswm.t desplaza el espectro de Xssg(w) hasta twc y

obtenemos D(w), el espectro de d(t), Fig. 7.19c. Después de un filtrado de pasabajas, obtenemos
Y (w)=%M (), el espectro de y(t). Asi pues, obtenemos y(t)=sm(t), que es proporcional a

m(t).

O Q0 Om Q]

@
Xssa()

A

—y 0 ¢ )
(b)
-y 0 (O

©

&/ B

0 o)
(d)

Figura 7.19

(b) De laEc. (7.30), la sefial xssg(t) puede ser expresada como
X (1) =m(t)cosm t Fm(t)sen ot

Asi que
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d (t) = X () COS T
=m(t)cos’ o t Fi(t)sen o tcosm,t
=2m(t) (1+cos2m.t) F5m(t)sen 2eo,t
=2m(t)+5m(t)cos2o,t F3Mm(t)sen 20t
Por lo tanto, después del filtrado de pasabajas se obtiene
y(t)=3m(t)

7.4.7 Modulacién de Banda Lateral Residual (VSB)

Muchas sefiales de mensajes como la de video en TV, facsimile y sefiales de datos de alta velocidad
tienen un ancho de banda muy grande y un contenido significativo de baja frecuencia. La modulacién
SSB tiene una pobre respuesta de baja frecuencia. Aun cuando la DSB trabaja bien para mensajes con
alto contenido de bajas frecuencias, el ancho de banda de transmision de la DSB es el doble del de la
SSB. Un esquema de modulacion que ofrece el mejor compromiso entre la conservacion del ancho de
banda, respuesta de baja frecuencia mejorada y mejor eficiencia de potencia es la modulacién de banda
lateral residual (VSB, por sus siglas en inglés).

La modulacién VSB se deriva filtrando sefiales DSB o AM en una forma tal que se pasa casi
completamente una banda lateral pero solo un residuo de la otra banda. En la Fig. 7.20 se muestra una
funcién de transferencia de un filtro VSB tipico. Un requisito importante y esencial del filtro de VSB,
Hvss(f), es que debe tener simetria impar con respecto a f. y una respuesta relativa de %2 en f..

X() ——>1 Modulador de

amplitud
I—->

A, cos .t

Hyss() ——> VSB + portadora

Y

(a) Modulador

Hyse(f)

H,(f) = Hssa(f) — Hysa(f)

\
\ Hu(®
N
S

-~

fo+a

.~ T
fo—a™ !
N
\

T

(b) Caracteristicas del filtro

Figura 7.20 Modulacién VSB. (a) Modulador. (b) Caracteristicas del filtro.
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El filtro de banda lateral VVSB tiene un intervalo de transicion de anchura 2o Hz y el ancho de banda
de transmision de la sefial VSB es

B, =f, +a, a<f (7.34)

X

Para derivar una expresion en el dominio del tiempo para la sefial VSB, expresemos H,; (f) como

HVSB(f)zHSSB(f)_[Ha(f)] (7-35)

donde H_(f) representa la diferencia entre la respuesta de los filtros SSB y VSB. Se requiere que
H, (f) tenga simetria impar con respecto a f; (la razon de este requerimiento se aclarara cuando se
trabaje el Prob. 3.26). La entrada al filtro VSB es A [1+X(t)]cosw,t y la sefial de salida puede
expresarse en la forma

X, (1) =2 A cosa t+1 A [x(t)cosm t—X(t)senw t] -3 A x, (t)senw;t (7.36)
VSB+ portadora sefial SSB

portadora

sefial VSB

En la Ec. (7.36), 3 A X, (t)seno.t es la respuesta de H (f) a la entrada A x(t)coso.t. La Ec.
(7.36) tambien se puede escribir como

X, (1) =3 A [1+x(t)]cosot —3 A y(t)senm,t (7.37)

donde y(t)=X(t)+x, (t). Si y(t)=0, entonces la Ec. (7.37) se reduce a una sefial AM y cuando
v(t) = X(t), tenemos una sefial SSB + portadora.

Aunque no es facil derivar una expresion exacta para la potencia promedio transmitida en la
modulacion VSB, podemos obtener cotas para St como

S, +3S.S,<S; <SS, +S, (7.38)
donde S es la potencia de la portadora y S es la potencia de la sefial.

El lector puede verificar que la sefial VSB puede ser demodulada mediante un demodulador
sincronico. Sin embargo, resulta que podemos demodular una sefial VSB con una pequefia distorsion
usando demodulacion de envolvente si se ha afiadido una componente grande de portadora a la sefial
VSB en el transmisor.

Demodulacion de Envolvente de Sefiales de Banda Lateral Suprimida. A menudo es deseable
combinar la demodulacion de envolvente de la AM con la conservacion del ancho de banda de las
sefiales de banda lateral suprimida. La demodulacion de envolvente perfecta y libre de distorsion
requiere ambas bandas laterales y una sefial portadora grande. Afiadiendo una portadora a la sefal
VSB, tenemos que

X, (1) = A {[1+x(t)]cosw t —y(t)sen ot} (7.39)

Para AM, y(t)=0;y y(t)=X(t) para SSB + portadora. Para VSB + portadora, y(t) toma un valor
intermedio.
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La envolvente de x_ (t) se encuentra escribiendo
X; (t) =R(t)cos[o.t+¢(t)]

donde R(t) es la envolvente dada por

R = A [[1+xO) +[yOF ]

2\ Y2 (7.40)
~ (1)
_A:[1+x(t)]{l+L+X(t)} }

La Ec. (7.40) muestra que la envolvente esta distorsionada (la envolvente sin distorsion, igual que en el
caso AM, es A [1+x(t)]). Sin embargo, si |y(t) | <<1, la distorsién es despreciable y

R(t) = A [1+x(t)], igual que en el caso AM. Asi que la clave para el éxito de la deteccion de
envolvente de sefiales de banda lateral suprimida es mantener pequefio el componente de cuadratura

y(1).

Para la sefial SSB + portadora, y(t) = X(t) y, por tanto, y(t) no puede ignorarse. Adicionalmente, en
la portadora se desperdicia una cantidad substancial de potencia, mucho méas que en la AM. Para una
sefial VSB con una banda lateral no demasiado pequefia, la mayor parte del tiempo |y(t)| es pequefia

comparada con |x(t)|. Asi que la demodulacion de envolvente puede usarse sin una distorsion

excesiva. También, para una sefial VSB + portadora, se puede demostrar que la potencia transmitida
promedio es

S; =S, +8S.S,
que es esencialmente la misma que en AM.

La anchura permisible de la banda lateral residual dependera de las caracteristicas espectrales de x(t)
y de la cantidad de distorsion que se pueda tolerar. Las transmisiones de TV comercial utilizan VSB +
portadora con un 30% de banda lateral residual. Mientras que la distorsion puede ser bastante
apreciable, la evidencia experimental indica que la calidad de la imagen no se degrada mucho.
Posteriormente discutiremos varios aspectos interesantes de las sefiales de la TV comercial.

7.5 Conversion de Frecuencias (Mezclado)

La traslacion de frecuencia, también conocida como conversion de frecuencia o mezclado, es la
operacion mas importante en los sistemas de modulacién lineal. La modulacién traslada el espectro del
mensaje hacia frecuencias superiores y la demodulacion es basicamente una operacion de traslacion de
frecuencias hacia abajo. La traslacion de frecuencias también se usa a menudo para trasladar una sefial
de pasa-bandas con una frecuencia portadora hasta una nueva frecuencia central.. Esto se puede obtener
multiplicando la sefial de pasabandas por una sefial periédica como se indica en la Fig. 7.21.
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X(t)cosm;t BPF X(t)cos w,t
centradoen ———>
2

2c0s(p + o, )t

Figura 7.21 Conversion de frecuencia o mezclado.

Modulador Balanceado. Un modulador balanceado que genera una sefial DSB (producto) se muestra
en la Fig. 7.22. El modulador balanceado consiste de dispositivos de suma (amplificadores
operacionales) y dos elementos no lineales acoplados (como, por ejemplo, diodos polarizados
apropiadamente). Si suponemos que la no linealidad puede representarse mediante una caracteristica en
serie de potencias con dos términos, entonces

y(t)=a,[A coso.t+x(t)]+a,[A cosmt+x(t)]* —a,[A cosot—x(t)]-a,[A coswt—x(t)]°
=2aXx(t)+4a,x(t) A coso,t

% (t)
+;<> ! Alinealidad aX, +a,x;
. (t) A+ ?& BPF Xe (t)
—> < A, cos ot \{ e T
BW = fx
_ X+ x ® -
>\> : Alinealidad B, +8%,
(a)
N O
J é -~
X(t) Lo 0
igb s =
A cosat M
” O
(b)

Figura 7.22 Modulador balanceado. (a) Diagrama de bloques de un modulador balanceado.
(b) Diagrama del circuito de un modulador balanceado.
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Si x(t) esta limitada en banda a fx y si f; > 2f,, entonces la salida del filtro de pasabandas sera
X(t)=(4a,A ) x(t)cos w,t

que es la sefial producto deseada. Con frecuencia se usan diodos semiconductores como los
dispositivos no lineales en los moduladores balanceados. El rendimiento de este tipo de modulador
depende de lo bien que se puedan acoplar las caracteristicas de los diodos.

Modulador de Conmutacién. Otro circuito que se usa para mezclar dos sefiales se muestra en la Fig.
7.23. Cuando el voltaje de la portadora es positivo, hay un voltaje de salida v(t) ; y cuando la portadora

es negativa, el voltaje de salida es igual a cero.. Asi que los diodos operan como conmutadores con una
frecuencia f; y podemos escribir la salida v(t) como

v(t) =x(t)s(t)

donde s(t) es una funcién de conmutacion con un periodo 1/f.. Suponiendo un valor CD igual a cero
para la sefial del mensaje x(t) y usando la expansion en serie de Fourier para s(t), podemos escribir v(t)
como

v(t) =k, x(t)+k x(t)cos(w,t)+k,x(t)cos( 3w, t)+ - (7.41)
= término de la banda base + término DSB + arménicos

Al derivar la Ec. (7.41) hemos supuesto que s(t) es una onda cuadrada simétrica, lo que implica que
los coeficientes de la serie de Fourier k,, k,, ... son todos iguales a cero. Mediante filtrado de pasa-
bandas de v(t) obtenemos la salida como

X, (t) =k x(t)cos ot

que es la sefial DSB deseada.

A
Mzzn)saje A coso,t BPF Sefial DSB
x(t )
~ v(t) | centrof, |—>
N sw =21, %)
i 4

Figura 7.23 Modulador de conmutacion.
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En los sistemas practicos, los osciladores, dispositivos de suma y filtros se construyen usando
componentes RLC y redes activas tales como transistores y amplificadores operacionales en circuitos
integrados. Para frecuencias de microondas, estos dispositivos se convierten en sistemas de parametros
distribuidos.

7.6 Multicanalizacion por Division de Frecuencias

La transmision simultanea de varias sefiales de mensajes por un solo canal se denomina
multicanalizacion (“multiplexing” en inglés). Hay dos tipos basicos de técnicas de multicanalizacion:
multicanalizacion por division de frecuencias (FDM, por sus siglas en inglés) y multicanalizacion por
division de tiempo (TDM, por sus siglas en inglés). En la FDM, el ancho de banda disponible en el
canal es dividido en varias “ranuras” que no se solapan y a cada sefial de mensaje se le asigna una
ranura de frecuencias dentro de la pasa-banda del canal. Las sefiales individuales pueden ser extraidas
de la sefial FDM mediante un filtrado apropiado. La FDM se utiliza en la telefonia de larga distancia,
telemetria de sondas espaciales y en otras aplicaciones.

El principio de la FDM se ilustra en la Fig. 7.24 para tres sefiales de mensajes que se supone estan
limitadas en banda. En general, si las sefiales de mensajes no estan estrictamente limitadas en banda,
entonces sera necesario un filtrado de paso bajo. Las sefiales limitadas en banda modulan
individualmente las subportadoras con frecuencias f_, f_ yf. . La modulacion de subportadoras

mostrada en el ejemplo es SSB, pero se puede emplear cualquier técnica de modulacién. Las sefiales
moduladas son sumadas para producir una sefial multicanalizada completa x(t) cuyo espectro se

muestra en la Fig. 7.24c.

Si se escogen adecuadamente las frecuencias subportadoras, entonces cada mensaje de sefial ocupa
una ranura de frecuencias sin ningun solapamiento. Aungue los mensajes individuales estan claramente
identificados en el dominio de la frecuencia, la sefial multicanalizada no tendra ningun parecido con las
sefiales de mensajes en el dominio del tiempo. La sefial multicanalizada x(t) puede ser transmitida

directamente o usada para modular otra portadora de frecuencia f, antes de la transmision.

La recuperacion de las sefiales de mensajes individuales se muestra en la Fig. 7.25. El primer paso en
la recuperacion es la demodulacién para extraer x(t) a partir de xc(t). Un filtrado de pasa-bandas de

X, (t) separa a X (t), x, (t)yx, (t). Finalmente, los mensajes son recuperados demodulando
individualmente a x, (t), X, () y X, (t). Al equipo de multicanalizacion y de des-multicanalizacién a
menudo se le refiere por las siglas “MUC”.

Uno de los problemas principales con la FDM es la diafonia, es decir, el acoplamiento cruzado
indeseado entre un mensaje y otro. La diafonia (intermodulacién) surge principalmente a causa de no-
linealidades en el sistema y se deben tomar precauciones considerables para reducir las no-linealidades
en dispositivos que procesan sefiales FDM. Una segunda fuente de diafonia es una separacion espectral
imperfecta de las sefiales debido a filtrado imperfecto y a derivas en las frecuencias de las
subportadoras. Para reducir la posibilidad de solapamiento espectral, los espectros modulados son
separados en frecuencia mediante bandas de guarda, en las cuales se puedan acomodar las regiones de
transicion del filtro.
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Xa(f) @ﬁ
X1(t) Xe1(t)
Ll ; —> LPF Modulador SSB

~fu fu feo
Xa(f) < |
Xo(t)
JlAf ——>{ LPF —> Modulador SSB
_fxz

Modulador
de portadora Xc(t)a

5

X3(t)
; —> LPF > Modulador SSB
_fxs f><3
(a) Espectros del mensaje (b) Transmisor FDM
X(f) Banda de guarda Filtro receptor para X
////é \\\\\\\'{\\\ f
fcl fcl + fxl fc2 fc2 + fx2 fc3 fc3 + fxs

(c) Espectro de la sefial multicanalizada

Figura 7.24 Multicanalizacién por division de frecuencia (FDM) (a) Espectrodel mensaje. (b)
Transmisor FDM. (c) Espectro de la sefial multicanalizada.

> BPF LPF ——> Xu(t)
fcl fX1
fcl
' )
x(t) | Demodulacié ,| BPF LPE L 5 %)
> n de feo fiz
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> BPF LPF —> Xs(t)
fes fs
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Figura 7.25 Receptor de FDM.

El ancho de banda minimo de una sefial FDM es igual a la suma de los anchos de banda de todas las
sefiales de mensajes. Si se usa un esquema de modulacion diferente de la SSB para multicanalizar, el
ancho de banda de la sefial FDM sera mayor. La presencia de las bandas de guarda aumenta atin mas el
ancho de banda.
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Problemas

7.1 Dos sefiales x, (t) y x, (t) cuyas transformadas de Fourier X, (f) y X, (f) se muestran en la Fig.
7.26, se combinan para formar la sefial

y(t)=x (t)+2x, (t)cos2nf t, f =20000 Hz

(@) Determine el ancho de banda de la sefial y(t).
(b) Dada y(t), ;como se separarian xi(t) y 2x, (t)cos2=f_ t?

5 0 5 f(kHz) -10 0 10 f(kHz)

Xa(f)

Figura 7.26

7.2 Una sefal m(t) tiene una transformada de Fourier

1, f<f<f,, f,=1kHz f, =10 kHz
0, otros valores de f

M(f)={

Suponga que se forma una sefial y(t) =m(t)cos2n(10)°t. Halle la banda de frecuencias para la
cual y(t) tiene componentes espectrales diferentes de cero. También determine la relacion entre las
frecuencias més alta y méas baja [para las cuales |Y (f) | # 0] de y(t). Compare esta relacién con
folf1. ¢Es y(t) una sefial de banda angosta? (Se dice que una sefial de pasa-bandas es una sefial de
banda angosta si f,,. /f., =1.)

7.3 Considere un sistema con la amplitud y respuesta de fase mostradas en la Fig. 7.27 y las tres
entradas siguientes:

X, (t) = cos 500xt + cos 20007t
X, (t) = cos500xt + cos 2500t
X3 (t) = cos 25007t + cos 3500nt

(a) Determine las salidas y, (t), y, (t) yy, (t).
(b) Identifique el tipo de distorsion, si la hay, sufrida por cada una de las sefiales de entrada.

7.4 Demuestre que un filtro RC de pasabajas da una transmisidn casi libre de distorsion si la entrada al
filtro esta limitada en banda a f, << f, =1/27RC.
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90°

1.5 (kHz)

(a) (b)
Figura 7.27 (a) Respuesta de amplitud. (b) Respuesta de fase

7.5 Suponga que una funcion de transferencia con “rizos” en la respuesta de amplitud puede ser
aproximada por

H(f)= (1+acosot, )exp(—jot, ),  |a|<1, | f|<f,
10 otros valores de f

donde f, es el ancho de banda de la sefial de entrada x(t). Demuestre que la salida y(t) es
(04
y(t) = x(t-t, )+E[X(t—td +1, )+ x(t—t, —t)]

es decir, y(t) tiene un par de ecos.

7.6 La funcion de transferencia de un canal se muestra en la Fig. 7.28. La entrada al canal es una sefial
de pasabajas x(t) con un ancho de banda igual a fy. Disefie un compensador de cinco derivaciones
para este canal. (Ayuda: Expanda 1/H,(f) como una serie de Fourier en el intervalo [- f,, f,]y
use los coeficientes de la serie para ajustar las ganancias de las tomas del compensador.)

Figura 7.28 H(f) para el Problema 7.6.

7.7 Un elemento no-lineal en un sistema de comunicacion tiene la caracteristica de transferencia
y(t) =x(t)+0.2x* (t)+0.02 x* (t)

La salida deseada es el primer término. Si la entrada a la no-linealidad es
X(t) =cos 7007t + cos150mt , determine:

(a) los términos de distorsion en las frecuencias de la sefial de entrada;
(b) los términos de distorsién de segundo arménico;
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(c) los términos de distorsion de tercer armonico;
(d) los términos de distorsion por intermodulacion.

7.8 Considere una sefial x(t)=x, (t)+x (t)cos2xnft, donde Xxi(t) y xo(t) tienen los espectros
mostrados en la Fig. 7.26 y f. = 2000 Hz. Suponga que X(t) se aplica a una no-linealidad con una
caracteristica de transferencia y(t) = x(t)+0.002x*(t). Dibuje las componentes que forman el
espectro de y(t) e identifique los términos de intermodulacién (productos cruzados).

7.9 Una sefial de pasabajas x(t) con un ancho de banda de 10 kHz es multiplicada por cosw_t para
producir x.(t). Determine el valor de f; para que el ancho de banda de x.(t) sea un 1% de f..
7.10 Una sefial de pasabajas x(t)=2co0s2000xt+sen4000xt es aplicada a un modulador DSB que

opera con una frecuencia de portadora igual a 100 kHz. Dibuje la densidad espectral de potencia
de la salida del modulador.

7.11 Se pueden generar sefiales DSB multiplicando la sefial del mensaje por una portadora no-
sinusoidal como se muestra en la Fig. 7.29.

(a) Demuestre que el esquema mostrado en la figura trabajara si g(t) no tiene componente CD y
la frecuencia de corte del filtro es f. + f, donde f; es la frecuencia fundamental de g(t) y fx es

el ancho de banda de x(t).

(b) Suponga que x(t)=2c0s1000nt y que g(t) es como se muestra en la Fig. 7.27. Determine el
ancho de banda del filtro. Escriba una expresion para la salida xc(t).

(c) ¢Como modificaria el sistema si g(t) tiene una componente CD?

gt

X(t) Xe(t)

90) \/ \/
(Sefial periodica) —1-

— —

1 useg

Figura 7.29 Modulador DSB para el Prob. 7.11

7.12 Demuestre que es posible demodular una sefial DSB x, (t) = A x(t)cos2=f.t multiplicandola
por una onda rectangular con un periodo T =1/f y luego pasando la salida por un filtro de
pasabajas (suponga que la onda rectangular es una funcion par de t).

7.13 Demuestre que la potencia promedio de una sefial DSB x_ (t) = A.x(t)cosw.t es S_ S, [Ec.
(3.14)] probando que
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T/2

T
TIm; '[ X2 (t)cos 2w tdt =0

Suponga que x(t) esta limitada en banda a fxy que f, >> f .

Una forma de onda modulada en amplitud tiene la forma
X. (t)=10(1+0.5c0s2000 7t +0.5c0s 4000t ) cos 20000t

(@) Dibuje el espectro de amplitudes de X(t).

(b) Determine la potencia promedio contenida en cada componente espectral incluyendo la
portadora.

(c) Halle la potencia total, la potencia en las bandas laterales y la eficiencia en potencia.
(d) ¢Cual es el indice de modulacién?

En la Fig. 7.30 se muestra una forma de onda AM. Suponga que la sefial del mensaje es
sinusoidal.

(@) Determine el indice de modulacion.
(b) Calcule S, Syy la eficiencia en potencia.

Xe(t)

Figura 7.30 Forma de onda para el Prob. 7.15.

Un transmisor AM desarrolla una salida de potencia no modulada de 400 vatios a través de una
carga resistiva de 50 ohmios. La portadora es modulada por un solo tono con un indice de
modulacion de 0.8.

(a) Escriba la expresion para la sefial AM x(t) suponiendo que f, =5 kHz y f. =1 MHz.
(b) Halle la potencia promedio total de la salida del modulador.
(c) Halle la eficiencia de potencia del modulador.

Los moduladores practicos con frecuencia tienen una limitacion de potencia pico ademas de una
limitacion de potencia promedio. Suponga que un modulador DSB y un modulador AM estan
operando con una sefial

x(t) =0.8cos 200~t
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y con una forma de onda portadora igual a 10cos2=ft ( f, >>100 Hz).

(@) Determine la potencia pico (instantanea) de las sefiales DSB y AM.

(b) Obtenga la relacion entre la potencia pico y la potencia promedio en las bandas laterales para
las sefiales DSB y AM y compare las relaciones.

Considere el modulador de conmutacion mostrado en la Fig. 7.31.
(@) Suponiendo que méx| x(t) | << A, y que el diodo actia como un conmutador ideal, demuestre
que
Vo (t) = A [ cos(2nf t) +mx(t) ]g, (t)
donde gp(t) es un tren de pulsos rectangulares con periodo 1/fc y un ciclo de trabajo de %%.
(b) Sustituyendo la serie de Fourier para gp(t) en la ecuacion anterior, demuestre que vo(t) tiene

un componente de la forma A[1+mx(t)]cos(2xf;t).

(c) Suponiendo que x(t) es una sefial de pasabajas limitada en banda a fy Hz (f, << f,),
demuestre que es posible generar una sefial AM mediante un filtrado de pasa-bandas de vo(t).

A, cos 2xf t
5w
X (t) vi(t) $ Yo (1)
(a)
Vo(t)
Vo =V,
vi(t)

(b)

Figura 7.31 (a) Modulador de conmutacion. (b) Caracteristicas del diodo ideal.

Una sefial AM de la forma R, (t)cos(2xf.t) pasa por un canal de pasabandas con una funcion de
transferencia H(f)=K exp[je( f )]. La respuesta de fase del canal es de tal forma que puede
ser aproximada por una serie de Taylor con dos términos como

do(f)

O(f+f)=0(f)+f
(F+f)~0(f)+ T —

f=f,
Demuestre que la sefial en la salida del canal puede ser representada por
y(t) =KR, (t—t;)cos[2xf, (t—t,)]

donde el retraso de la portadora t; y el retraso de la envolvente tr estan dados por
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_1.de(f)
"o2m df |,

o(f
LIS

2nf

c

7.20 Considere el demodulador de ley cuadratica para sefiales AM mostrado en la Fig. 7.32.

(a) Dibuje el espectro de la salida X(t) .

(b) Demuestre que si | x(t) | <<1, entonces X(t) ~a+kx(t), donde ay k son constantes.

X, (1) = A, [1+x(t) |cos ot

z
Filtro de
) H

y pasabajas

_ . Frecuencia
No linealidad de corte f,

z=ay’

Figura 7.32 Demodulador de ley cuadréatica para sefial AM.

7.21 La sefial x_ (t)=2(1+0.4cos6000 nt)cos10°nt es aplicada a un dispositivo de ley cuadratica

con una caracteristica de transferencia y = (x+4)?. La salida del dispositivo de ley cuadratica es

filtrada por un LPF ideal con una frecuencia de corte de 8000 Hz. Dibuje el espectro de
amplitudes de la salida del filtro.

7.22 Una sefial x(t)=2c0s1000xt+c0s2000wt es multiplicada por una portadora igual a
10cos10°nt. Escriba la expresion para los términos de la banda lateral superior de la sefal
producto.

7.23 Con frecuencia se usa un esquema de modulacion de multietapas para generar una sefial SSB
usando filtros con 2o/ f, <0.01 (Fig. 7.14). Suponga que queremos usar el esquema mostrado en

la Fig. 7.33 para generar una sefial SSB con una frecuencia portadora f, = 1 MHz. El espectro de
la sefial moduladora se muestra en la Fig. 7.34. Suponga que se tienen filtros de pasa-bandas que
proporcionaran 60 dB de atenuacion en un intervalo de frecuencias que es aproximadamente 1%
de la frecuencia central del filtro. Especifique las frecuencias portadoras y las caracteristicas del
filtro para esta aplicacion.
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X(t) Filtro Filtro +—> X(t)

Portadora Portadora
f f

cl c2

Figura 7.33 Un modulador SSB de dos etapas.

X(f)

PN

-3000 =300 O 300 3000 f

Figura 7.34 Espectro de la sefial para el Prob. 7.23.

7.24 La Fig. 7.35 muestra el modulador SSB de Weaver. Analice su operacion tomando
x(t)=cos2nf,t (f, <2B). Demuestre que x(t) es una sefial SSB.

LPF
’CQ " Bw=B ’Q? 1=B
A y f,=f, B
x(t) v g f25 \ y + f,<2B
— _900 -90° é X, (t)
A A A+
BW =B

Figura 7.35 Modulador SSB de Weaver (compare este modulador con el de la Fig. 7.15).

7.25 Dibuje el diagrama esquematico de un demodulador sincronico para una sefial VSB. Demuestre
que el filtro VSB que se usa para general la sefial VSB debe tener la simetria mostrada en la Fig.
7.20.

7.26 Verifique la afirmacion que sigue a la Ec. (7.35).

7.27 Obtenga una expresion para una seflal VSB generada con x(t)=cos2nf,t vy
Hy (f.+f,)=05+a, H,(f.—f,)=05-a, (0 <a<0.5). Escriba la respuesta en la forma
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de envolvente y de fase y en la forma de cuadratura. Tome a = 0.25 y evalule el término de
distorsion en la Ec. (7.40).

Dibuje el diagrama de bloques para un modulador AM que usa un dispositivo no-lineal cuya
caracteristica de transferencia es v, =a,v,, +a,V. .

Suponga que los elementos no-lineales usados en un modulador balanceado (Fig. 7.22a) no estan
sintonizados. Es decir, uno de ellos tiene la caracteristica de transferencia

vV, =a,V., +a,V;, +a,Vo, mientras que el segundo tiene la caracteristica de transferencia
2 3 A i
Vo =8, Ve, +8,,V,, +a,,V,, . Halle la sefial de salida.

Dada una sefial real m(t), defina una sefial

m, =m(t)+ jm(t)
donde m(t) es la transformada de Hilbert de m(t) y m.(t) se llama una sefial analitica.
(@) Demuestre que

2M 0
Flm, ()] =M, (t)={0 oo

(b) Demuestre que
Re[m(t)e']
es una SSB de banda lateral superior y
Re[m, (t)e "]
es una sefial SSB de banda lateral inferior.

Dos sefiales de mensaje xi(t) y x2(t) pueden ser moduladas sobre la misma portadora usando el
esquema de multicanalizacion de cuadratura mostrado en la Fig. 7.36.

(@) Verifique la operacion de este esquema de multicanalizacion de cuadratura.

(b) Si el oscilador local en el receptor tiene una desviacién de fase igual a A® con respecto a la
portadora del transmisor, determine las salidas yi(t) y y»(t) (suponga que A6 <<1).

Sesenta sefiales de voz de grado telefonico son multicanalizadas usando FDM. El ancho de banda
de la sefial de voz es 3 kHz y se requiere una banda de guarda de 1 kHz entre canales de voz
adyacentes. La modulacion de la subportadora es SSB (USB) y f, =0.

(@) Dibuje el espectro tipico de la sefial multicanalizada.

(b) Si todos los canales se multicanalizan directamente, calcule el nimero de osciladores y
moduladores SSB requeridos.

(c) Suponga que la multicanalizacién se hace usando cinco grupos de 12 canales cada uno para
formar un supergrupo de 60 canales. Dibuje un diagrama de blogues del multicanalizador
indicando todas las frecuencias de las subportadoras. ;Cuantos osciladores y moduladores se
necesitan para implementar este esquema de multicanalizacion?
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%0 Filtro ‘—>yl O

P Canal
90° E ——————— > 90°
O O > : Y, (t)
> Filtro ——

Figura 7.36 Esquema de multicanalizacidn en cuadratura.

7.33 Los BPF en el receptor FDM para el problema anterior tienen

2n 12
’ _ f_fC'
|H(ffc)|[1+[ 3 J }

donde f, es la frecuencia de la subportadora +1.5 kHz y B es el ancho de banda de 3 dB del

filtro. EI ancho de banda del filtro debe ser 3 kHz y se requiere que el filtro tenga una
atenuacion de al menos 20 dB en la region de rechazo, es decir,

[H(f-f)[<-20dB para |f-f|>15KkHz

Determine un valor adecuado de n.
7.34 Dos sefiales x;(t) y x(t) son multicanalizadas para formar
X(t) =x (t)+Xx, (t)cos2xf t
X1(t) y xo(t) son sefiales de paso bajo limitadas en banda a 5 kHz con X, (f)= X, (f)=0.0001
para | f | <5 kHz y f. = 15 kHz. El canal por el cual se va a transmitir x(t) tiene una caracteristica
de transferencia no-lineal y la salida del canal es
y(t) = x(t)+0.2x> (t)

(@) Dibuje el espectro de x(t) y de y(t). Explique las dificultades asociadas con la demodulacién
de x1(t) y xo(t) a partir de y(t).

(b) ¢Cual de las sefiales demoduladas sufre la peor distorsion?
7.35 Con referencia al Prob. 7.34, suponga que la sefial multicanalizada es
X(t) =x (t)cos2nf, t+x, (t)cos2nf_ t
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fp >5kHz y f,=f +20kHz
(@) Dibuje el espectro de x(t) y de y(t).
(b) ¢Pueden recuperarse xi(t) y X»(t) a partir de y(t).

7.36 En la Fig. 7.37a se muestra el espectro de una sefial de mensaje m(t). Para asegurar privacidad en
la comunicacidn, esta sefial es aplicada a un sistema (conocido como un perturbador. (Scrambler
en inglés) mostrado en la Fig. 7.37b. Analice el sistema y dibuje el espectro de la salida x(t).

M ()

m(t) g A HPF | B g c LPF | x(t)
0 O

2cosot 2cosm,t
W, =0, + Op

(b)

Figura 7.37 (HPF = filtro de pasaaltas, LPF = filtro de pasabajas).
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